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■♥❞✐✈✐❞✉❛❧✲❧❡✈❡❧ ❧❛❜♦r ✐♥❝♦♠❡ r✐s❦ ✐s ♣❛rt✐❛❧❧② ✐♥s✉r❡❞ ✇✐t❤✐♥ ❤♦✉s❡❤♦❧❞s✳ ❚❤❡ tr❛❞✐t✐♦♥❛❧

❢♦❝✉s ❤❛s ❜❡❡♥ ♦♥ ❛❝t✐✈❡ s♣♦✉s❛❧ ✐♥s✉r❛♥❝❡ ❛❧♦♥❣ t❤❡ ❡①t❡♥s✐✈❡ ♠❛r❣✐♥✿ ♦♥❡ s♣♦✉s❡ ❡♥✲

t❡rs t❤❡ ❧❛❜♦r ♠❛r❦❡t ✐♥ r❡s♣♦♥s❡ t♦ t❤❡ ♦t❤❡r s♣♦✉s❡ ❧♦s✐♥❣ t❤❡✐r ❥♦❜ ✭t❤❡ ❛❞❞❡❞ ✇♦r❦❡r

❡✛❡❝t✮✳ ■♥ ❛♥ ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t ✇✐t❤ ❤✐❣❤ ❢❡♠❛❧❡ ❧❛❜♦r ❢♦r❝❡ ♣❛rt✐❝✐♣❛t✐♦♥✱ t✇♦✲❡❛r♥❡r ❤♦✉s❡✲

❤♦❧❞s ❛r❡ ♠♦r❡ ❝♦♠♠♦♥✱ ✇❤✐❝❤ r❡♥❞❡rs t❤❡ tr❛❞✐t✐♦♥❛❧ ✐♥s✉r❛♥❝❡ ❝❤❛♥♥❡❧ ❧❡ss r❡❧❡✈❛♥t✳

■♥st❡❛❞✱ ✐t ✐s ✐♠♣♦rt❛♥t t♦ ✉♥❞❡rst❛♥❞ t❤❡ ❞❡❣r❡❡ t♦ ✇❤✐❝❤ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ✐♥❝♦♠❡ r✐s❦ ✐s

❝♦rr❡❧❛t❡❞ ✇✐t❤✐♥ ❝♦✉♣❧❡s✱ ✇❤✐❝❤ ❧✐♠✐ts t❤❡ s❝♦♣❡ ♦❢ ✇✐t❤✐♥✲❤♦✉s❡❤♦❧❞ ✐♥s✉r❛♥❝❡✳ ❲❡ ✉s❡

t❛① r❡❣✐st❡r ❞❛t❛ ♦♥ t❤❡ ❢✉❧❧ ❉❛♥✐s❤ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥ ❛♥❞✱ ✭✐✳✮✱ ❞♦❝✉♠❡♥t t❤❛t s♣♦✉s❛❧ s✐♠✐✲

❧❛r✐t② ✐♥ ❧❛❜♦r ♠❛r❦❡t ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝s tr❛♥s❧❛t❡s ✐♥t♦ str♦♥❣❡r ✐♥❝♦♠❡ ❝♦♠♦✈❡♠❡♥t✱ ✭✐✐✳✮✱

s❤♦✇ t❤❛t t❤✐s ❤❡t❡r♦❣❡♥❡✐t② tr❛♥s❧❛t❡s ✐♥t♦ ❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥ r❡s♣♦♥s✐✈❡♥❡ss✱ ❛♥❞ ✭✐✐✐✳✮✱ ✉s❡

❛♥ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧✲❧❡✈❡❧ ❡❛r♥✐♥❣s ♣r♦❝❡ss ✇❤✐❝❤ ❛❧❧♦✇s ❢♦r ❝♦rr❡❧❛t❡❞ s❤♦❝❦s ✇✐t❤✐♥ ❝♦✉♣❧❡s

t♦ ❡st❛❜❧✐s❤ t❤❛t t❤✐s ❤❡t❡r♦❣❡♥❡✐t② ✐s ♠♦st ♣r♦♥♦✉♥❝❡❞ ✐♥ t❤❡ ♣❡r♠❛♥❡♥t ❝♦♠♣♦♥❡♥t

♦❢ ❡❛r♥✐♥❣s r✐s❦✳ ❲❡ t❤❡♥ ✉s❡ t❤✐s ♣r♦❝❡ss t♦ ✐❞❡♥t✐❢② t❤❡ r♦❧❡ ♦❢ ❝♦rr❡❧❛t❡❞ r✐s❦ ❢♦r

❤♦✉s❡❤♦❧❞ ❧❡✈❡❧ ✐♥❡q✉❛❧✐t② ♦✈❡r t❤❡ ❧✐❢❡ ❝②❝❧❡✳

❑❡②✇♦r❞s✿ ❋❛♠✐❧② ■♥s✉r❛♥❝❡✱ ❈♦rr❡❧❛t❡❞ ■♥❝♦♠❡ ❘✐s❦✱ ■♥❝♦♠❡ ❉②♥❛♠✐❝s

✯▲▼❯ ▼✉♥✐❝❤✱ ❈❊❙✐❢♦✱ ❛♥❞ ❈❊P❘❀ ❝❤r✐s✳❜✉s❝❤✳❡❝♦♥❅❣♠❛✐❧✳❝♦♠❀ ❤tt♣s✿✴✴❝❤r✐s❜✉s❝❤✳❡✉
❸❙♦✉t❤❡r♥ ▼❡t❤♦❞✐st ❯♥✐✈❡rs✐t② ❛♥❞ ❈❊❙✐❢♦❀ r♦♠❛❞❡r❛❅s♠✉✳❡❞✉❀ ❤tt♣✿✴✴❢❛❝✉❧t②✳s♠✉✳❡❞✉✴r♦♠❛❞❡r❛
❹❈♦♣❡♥❤❛❣❡♥ ❇✉s✐♥❡ss ❙❝❤♦♦❧❀ ❢❣✳❡❝♦❅❝❜s✳❞❦❀ ❤tt♣s✿✴✴✇✇✇✳❝❜s✳❞❦✴❡♥✴r❡s❡❛r❝❤✴❞❡♣❛rt♠❡♥ts✲

❛♥❞✲❝❡♥tr❡s✴❞❡♣❛rt♠❡♥t✲♦❢✲❡❝♦♥♦♠✐❝s✴st❛❢❢✴❢❣❡❝♦



✶ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥

❍♦✉s❡❤♦❧❞ ❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥ ✐s ♣❛rt✐❛❧❧② s❤✐❡❧❞❡❞ ❢r♦♠ s❤♦❝❦s t♦ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧✲❧❡✈❡❧ ✐♥❝♦♠❡ t❤r♦✉❣❤

✈❛r✐♦✉s ♣♦ss✐❜❧② ✐♥t❡r❛❝t✐♥❣ ✐♥s✉r❛♥❝❡ ❝❤❛♥♥❡❧s✱ ❜♦t❤ ♣✉❜❧✐❝ ❛♥❞ ♣r✐✈❛t❡ ✐♥ ♥❛t✉r❡✳ ❋♦r ❤♦✉s❡✲

❤♦❧❞s t❤❛t ❝♦♥s✐st ♦❢ ♠♦r❡ t❤❛♥ ♦♥❡ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ❡❛r♥❡r✱ t❤❡ ❡①✐st❡♥❝❡ ♦❢ ❛ s❡❝♦♥❞ ❡❛r♥❡r ♣r♦✲

✈✐❞❡s ❛ q✉❛♥t✐t❛t✐✈❡❧② ✐♠♣♦rt❛♥t ✐♥s✉r❛♥❝❡ ❞❡✈✐❝❡ ✭❡✳❣✳✱ ❇❧✉♥❞❡❧❧ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✽✮✳ ❚❤❡ ✐♥s✉r❛♥❝❡

✇♦r❦s t❤r♦✉❣❤ t✇♦ ♠❡❝❤❛♥✐s♠s✳ ❋✐rst✱ ♣❛ss✐✈❡ ✐♥s✉r❛♥❝❡ r❡s✉❧t✐♥❣ ❢r♦♠ ✐♥❝♦♠❡ ♣♦♦❧✐♥❣✿ ✐❢

✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ✐♥❝♦♠❡ ✐s ♦♥❧② s♦♠❡ ❢r❛❝t✐♦♥ ♦❢ ❤♦✉s❡❤♦❧❞ ✐♥❝♦♠❡✱ t❤❡♥ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ❝❤❛♥❣❡s tr❛♥s✲

❧❛t❡ ✐♥t♦ ❤♦✉s❡❤♦❧❞ ❝❤❛♥❣❡s ♦♥❧② ♣r♦♣♦rt✐♦♥❛t❡❧②✳ ❙❡❝♦♥❞✱ ❛❝t✐✈❡ ✐♥s✉r❛♥❝❡ t❤r♦✉❣❤ ❧❛❜♦r

s✉♣♣❧② r❡❛❝t✐♦♥s ♦❢ s♣♦✉s❡s t♦ ❡❛❝❤ ♦t❤❡r✬s s❤♦❝❦s✖❜♦t❤ ❛❧♦♥❣ t❤❡ ✐♥t❡♥s✐✈❡ ❛♥❞ t❤❡ ❡①t❡♥✲

s✐✈❡ ♠❛r❣✐♥✱ t❤❡ ❧❛tt❡r s♦♠❡t✐♠❡s r❡❢❡rr❡❞ t♦ ❛s ✏❛❞❞❡❞ ✇♦r❦❡r ❡✛❡❝t✑ ✭❡✳❣✳✱ ❆tt❛♥❛s✐♦ ❡t ❛❧✳✱

✷✵✵✺❀ ❇❧✉♥❞❡❧❧ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✻❀ Pr✉✐tt ❛♥❞ ❚✉r♥❡r✱ ✷✵✷✵✮✳ ●✐✈❡♥ t❤❡✐r ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ✇✐t❤ ♣✉❜❧✐❝❧②

♣r♦✈✐❞❡❞ ✐♥s✉r❛♥❝❡✱ ✉♥❞❡rst❛♥❞✐♥❣ t❤❡s❡ ✐♥s✉r❛♥❝❡ ♠❡❝❤❛♥✐s♠s ✇✐t❤✐♥ t❤❡ ❤♦✉s❡❤♦❧❞ ✐s ♦❢

❝r✉❝✐❛❧ ✐♠♣♦rt❛♥❝❡ ❢♦r t❤❡ ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥ ♦❢ ♣✉❜❧✐❝ ✐♥s✉r❛♥❝❡ s❝❤❡♠❡s ✭❡✳❣✳✱ ❲✉ ❛♥❞ ❑r✉❡❣❡r✱

✷✵✷✶❀ ❉❡ ◆❛r❞✐ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✷✸✮✳

■♥ t❤✐s ♣❛♣❡r✱ ✇❡ ♣r♦✈✐❞❡ ♥❡✇ ✐♥s✐❣❤ts ♦♥ ❤❡t❡r♦❣❡♥❡✐t② ♦❢ t❤❡ ❡①t❡♥t t♦ ✇❤✐❝❤ s♣♦✉s❡s ❛r❡

❝❛♣❛❜❧❡ t♦ ✐♥s✉r❡ ❡❛❝❤ ♦t❤❡r✳ ❖✉r ♣♦✐♥t ♦❢ ❞❡♣❛rt✉r❡ ✐s t❤❡ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ t❤❛t ❝♦✉♣❧❡s ❞✐✛❡r

✐♥ t❤❡✐r ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❛❧♦♥❣ ✈❛r✐♦✉s ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝s t❤❛t ♠❛tt❡r ❢♦r ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ❧❛❜♦r ♠❛r❦❡t

♦✉t❝♦♠❡s✳ ❆s ❛ ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡✱ t❤❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ ❝♦✉♣❧❡s ♦✈❡r ♣❛✐rs ♦❢ t❤♦s❡ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝s

tr❛♥s❧❛t❡s ✐♥t♦ ❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ ✐♥s✉r❛♥❝❡ ❝❛♣❛❜✐❧✐t✐❡s ✇✐t❤✐♥ ❤♦✉s❡❤♦❧❞s✳ ❚❤✐s ❧✐♥❦ ❜❡t✇❡❡♥

s♣♦✉s❛❧ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝s ❛♥❞ ✐♥s✉r❛♥❝❡ ✇♦r❦s t❤r♦✉❣❤ ❜♦t❤ t❤❡ ♣❛ss✐✈❡ ❛♥❞ ❛❝t✐✈❡ ♠❡❝❤❛♥✐s♠s

s❦❡t❝❤❡❞ ❛❜♦✈❡✳ ❋✐rst✱ ✐♥❝r❡❛s❡❞ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ♦❢ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ r✐s❦ ♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧❧② r❡❞✉❝❡s ✐♥s✉r❛♥❝❡

t❤❛t r❡s✉❧ts ❢r♦♠ t❤❡ ♠❡r❡ ❡①✐st❡♥❝❡ ♦❢ t✇♦ ❛s ♦♣♣♦s❡❞ t♦ ♦♥❡ ♠❛r❦❡t ✐♥❝♦♠❡✿ t❤❡ ❤✐❣❤❡r

t❤❡ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ♦❢ s♣♦✉s❛❧ ❡❛r♥✐♥❣s ❝❤❛♥❣❡s✱ t❤❡ ❝❧♦s❡r ❥♦✐♥t ❡❛r♥✐♥❣s ♠♦✈❡ ✭♣r♦♣♦rt✐♦♥❛t❡❧②✮

✇✐t❤ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ❡❛r♥✐♥❣s✳ ❙❡❝♦♥❞✱ ❝♦♥s✐❞❡r s♣♦✉s❛❧ ❧❛❜♦r s✉♣♣❧② ❛❞❥✉st♠❡♥ts ❜♦t❤ ❛❧♦♥❣

t❤❡ ✐♥t❡♥s✐✈❡ ❛♥❞ ❡①t❡♥s✐✈❡ ♠❛r❣✐♥s✳ ■❢ ♦♥❡ s♣♦✉s❡ ❢❛❝❡s✱ s❛②✱ ❛ ✇♦rs❡♥✐♥❣ ♦❢ ❧❛❜♦r ♠❛r❦❡t

❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❧✐♥❦❡❞ t♦ t❤❡ s❡❝t♦r ♦❢ ❡♠♣❧♦②♠❡♥t ♦r t❤❡ ♦❝❝✉♣❛t✐♦♥✱ t❤❡♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❝❛♥♥♦t ❡❛s✐❧②

r❡❛❝t t♦ t❤✐s ♥❡❣❛t✐✈❡ s❤♦❝❦ ✐❢ ❜♦t❤ ✇♦r❦ ✐♥ t❤❡ s❛♠❡ s❡❝t♦r ♦r ♦❝❝✉♣❛t✐♦♥✖❛♥❞ t❤✉s ❢❛❝❡

t❤❡ s❛♠❡ s❤♦❝❦✳ ❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ ✇❡ ❡①♣❧♦r❡ ❤❡t❡r♦❣❡♥❡✐t② ❜② ❛❣❡✱ ✇❡❛❧t❤✱ ❛♥❞ ✐♥❝♦♠❡✳

❖✉r ❛♥❛❧②s✐s ❜✉✐❧❞s ♦♥ ❡①t❡♥s✐✈❡ ♣❛♥❡❧ ❞❛t❛ ❢r♦♠ ❉❡♥♠❛r❦✱ ✇❤✐❝❤ ❝♦✈❡rs t❤❡ ✇❤♦❧❡ ♣♦♣✉✲

✶



❧❛t✐♦♥ ❢♦r s❡✈❡r❛❧ ❞❡❝❛❞❡s✳ ❲❡ ❝♦♠❜✐♥❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦♥ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧s ❛♥❞ ❤♦✉s❡❤♦❧❞s ❢r♦♠ s♦❝✐❛❧

s❡❝✉r✐t② r❡❝♦r❞s ❛♥❞ t❛① r❡❣✐st❡rs✳ ❱❛r✐♦✉s ❛s♣❡❝ts r❡♥❞❡r t❤❡ ❞❛t❛ ✇❡❧❧✲s✉✐t❡❞ ❢♦r ♦✉r st✉❞②✳

❋✐rst✱ ✐t ✐❞❡♥t✐✜❡s ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧s ✐♥ ❝♦❤❛❜✐t❛t✐♦♥✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❝r✉❝✐❛❧ t♦ st✉❞② ✇✐t❤✐♥✲❤♦✉s❡❤♦❧❞

✐♥s✉r❛♥❝❡✳ ❙❡❝♦♥❞✱ ✐t r❡♣♦rts ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ t♦t❛❧ ❛♥♥✉❛❧ ✐♥❝♦♠❡ ❛♥❞ s❡✈❡r❛❧ ♦❢ ✐ts ❝♦♠♣♦♥❡♥ts✱

✇❤✐❝❤ ❡♥❛❜❧❡s ✉s t♦ ❛♥❛❧②③❡ ❥♦✐♥t ✐♥❝♦♠❡ ❞②♥❛♠✐❝s ♦❢ ❝♦✉♣❧❡s✳ ❚❤✐r❞✱ ✐t r❡♣♦rts ❛ s❡t ♦❢

✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝s✱ ❧✐❦❡ ❛❣❡ ❛♥❞ ❡❞✉❝❛t✐♦♥✱ ❛s ✇❡❧❧ ❛s ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝s ♦❢ ❥♦❜s ❤❡❧❞ ❜②

✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧s ❛t ❛♥② ❣✐✈❡♥ ♣♦✐♥t ✐♥ t✐♠❡✱ ❧✐❦❡ s❡❝t♦r ❛♥❞ ♦❝❝✉♣❛t✐♦♥ ♦❢ ❡♠♣❧♦②♠❡♥t✳ ❚❤✐s ✐♥✲

❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛❧❧♦✇s ✉s t♦ ❢♦r♠ ❣r♦✉♣s ♦❢ ❝♦✉♣❧❡s ❛♥❞ s②st❡♠❛t✐❝❛❧❧② ❡①♣❧♦r❡ ❤❡t❡r♦❣❡♥❡✐t② ♦❢

s♣♦✉s❛❧ ✐♥s✉r❛♥❝❡✳ ❋♦✉rt❤✱ ✐t ❝♦♥t❛✐♥s ❞❡t❛✐❧❡❞ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦♥ ❛ss❡ts ❤❡❧❞ ❜② ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧s✱

✇❤✐❝❤ ❛❧❧♦✇s ✉s t♦ st✉❞② ❜♦t❤ t❤❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ♦❢ s❡❧❢✲✐♥s✉r❛♥❝❡ t❤r♦✉❣❤ s❛✈✐♥❣s✱ ❛♥❞ s♣♦✉s❛❧

✐♥s✉r❛♥❝❡✳ ❲❡ ❛❧s♦ ❝♦♥str✉❝t ❛ ♠❡❛s✉r❡ ♦❢ ❤♦✉s❡❤♦❧❞ ❧❡✈❡❧ ❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥ ❜② ✉s✐♥❣ t❤❡ ♣❡r✲

♣❡r✐♦❞ ❜✉❞❣❡t ❝♦♥str❛✐♥t✱ ✇❤✐❝❤ ✇❡ t❤❡♥ ✉s❡ t♦ ❡①♣❧♦r❡ t❤❡ ♣❛ss✲t❤r♦✉❣❤ ♦❢ ❡❛r♥✐♥❣s ❝❤❛♥❣❡s

t♦ ❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥ ❝❤❛♥❣❡s✱ ❛♥❞ t❤❡ ♠❛r❣✐♥❛❧ ♣r♦♣❡♥s✐t② t♦ ❝♦♥s✉♠❡✳

❖✉r ❛♥❛❧②s✐s ❞❡❧✐✈❡rs✱ ✜rst✱ s✉❜st❛♥t✐❛❧ ♠✐❝r♦✲❧❡✈❡❧ ❤❡t❡r♦❣❡♥❡✐t② ♦❢ s♣♦✉s❛❧ ✐♥❝♦♠❡ ❝♦✲

♠♦✈❡♠❡♥t ✇❤❡♥ ✇❡ ❞✐✈✐❞❡ t❤❡ s❛♠♣❧❡ ✐♥t♦ ❣r♦✉♣s ♦❢ ❝♦✉♣❧❡s ❞❡✜♥❡❞ ❜② s♣♦✉s❛❧ s✐♠✐❧❛r✐t②✳

Pr❡❝✐s❡❧②✱ ✇❡ ❝❛t❡❣♦r✐③❡ ❝♦✉♣❧❡s ❛s ❵s♦rt❡❞✬ ♦r ❵♥♦♥✲s♦rt❡❞✬✱ ✇❤❡r❡❜② ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r ❞✐✛❡r❡♥t

❝❛t❡❣♦r✐❡s ❢♦r t❤✐s ❣r♦✉♣✐♥❣✳ ❋♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ ✇❡ ❝♦♠♣❛r❡ ❝♦✉♣❧❡s ✇❤❡r❡ s♣♦✉s❡s ❤❛✈❡ t❤❡ ❵s❛♠❡

♦❝❝✉♣❛t✐♦♥✬ ✭❵s♦rt❡❞✬✮ ✇✐t❤ ❝♦✉♣❧❡s ✇❤❡r❡ t❤❡② ❞♦ ♥♦t✳ ❲❡ ✜♥❞ s✉❜st❛♥t✐❛❧❧② ❤✐❣❤❡r ❝♦✲

♠♦✈❡♠❡♥t ♦❢ s♣♦✉s❛❧ ❡❛r♥✐♥❣s ❝❤❛♥❣❡s ❢♦r s♦rt❡❞ ❝♦✉♣❧❡s✖❢♦r s♦rt✐♥❣ ❜② ❝✉rr❡♥t s❡❝t♦r ♦❢

❡♠♣❧♦②♠❡♥t ♦r ♦❝❝✉♣❛t✐♦♥✳ ❙❡❝♦♥❞✱ t❤✐s ❤❡t❡r♦❣❡♥❡✐t② ❤♦❧❞s ✇✐t❤✐♥ ❜r♦❛❞ ❣r♦✉♣s ✇❤❡♥ ❛❞❞✐✲

t✐♦♥❛❧❧② ❣r♦✉♣✐♥❣ ❜❛s❡❞ ♦♥ ✐♥❝♦♠❡✱ ❛❣❡✱ ♦r ✇❡❛❧t❤✖❛♥❞ t❤✉s ✐t ✐s ♥♦t ❛ ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥❛❧ ❡✛❡❝t

❜❛s❡❞ ♦♥ t❤♦s❡ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝s✳

❚❤✐r❞✱ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡s ✐♥ s♣♦✉s❛❧ ✐♥s✉r❛♥❝❡ ❝❛rr② t❤r♦✉❣❤ t♦ t❤❡ ❤♦✉s❡❤♦❧❞✲❧❡✈❡❧ ❝♦♥✲

s✉♠♣t✐♦♥ r❡❛❝t✐♦♥ t♦ ❡❛r♥✐♥❣s ❧♦ss❡s✳ ❚❤❡ ♣❛ss✲t❤r♦✉❣❤ ♦❢ ✐♥❝♦♠❡ ❧♦ss❡s t♦ ❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥

r❡❞✉❝t✐♦♥s ✐s str♦♥❣❡r ❢♦r ❝♦✉♣❧❡s t❤❛t ❛r❡ s✐♠✐❧❛r t❤❛♥ ❢♦r ❝♦✉♣❧❡s t❤❛t ❛r❡ ♥♦t✳ ❚❤❡ ❞♦❝✲

✉♠❡♥t❡❞ ♠✐❝r♦✲❧❡✈❡❧ ❤❡t❡r♦❣❡♥❡✐t② ♦❢ ✇✐t❤✐♥✲❤♦✉s❡❤♦❧❞ ✐♥s✉r❛♥❝❡ ✐♠♣❧✐❡s t❤❛t ❛♥ ❛❣❣r❡❣❛t❡

♠❡❛s✉r❡ ♦❢ ❤♦✉s❡❤♦❧❞ ✐♥s✉r❛♥❝❡ ❞♦❡s ♥♦t r❡✢❡❝t ❛ ❞❡❡♣ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝ ♦❢ t❤❡ ❡❝♦♥♦♠②❀ ✐♥st❡❛❞✱

✐t ✈❛r✐❡s ✇✐t❤ t❤❡ ❛❣❡ ❛♥❞ ✇❡❛❧t❤ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥✱ ❛♥❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ ❝♦✉♣❧❡s ♦✈❡r ♣❛✐rs✳

❆ s✐♠✐❧❛r ♣♦✐♥t ❤❛s ❜❡❡♥ ♠❛❞❡ ❛❜♦✉t t❤❡ ❢❡♠❛❧❡ ❧❛❜♦r s✉♣♣❧② ❡❧❛st✐❝✐t② ❜② ❆tt❛♥❛s✐♦ ❡t ❛❧✳

✭✷✵✶✽✮✳
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❋♦✉rt❤✱ ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r ❛ st♦❝❤❛st✐❝ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ✐♥❝♦♠❡ ♣r♦❝❡ss t❤❛t ❞❡❝♦♠♣♦s❡s ❡❛r♥✐♥❣s

❝❤❛♥❣❡s ✐♥t♦ ♣❡r♠❛♥❡♥t ❛♥❞ tr❛♥s✐t♦r② ❝♦♠♣♦♥❡♥ts✳ ❲❤❡♥ t❛❦✐♥❣ t❤❡ ❧✐❢❡✲❝②❝❧❡ ♣❡rs♣❡❝t✐✈❡

♦❢ t❤❡ ✐♥❝♦♠❡ ♣r♦❝❡ss ✐t ❜❡❝♦♠❡s r❡❧❡✈❛♥t t♦ t❤✐♥❦ ❛❜♦✉t ❝♦✉♣❧❡ ❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❜r❡❛❦✉♣✖

❣✐✈❡♥ t❤❛t ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧s ♦♥ ❛✈❡r❛❣❡ ❧✐✈❡ t❤r♦✉❣❤ s♦♠❡ s✐♥❣❧❡ s♣❡❧❧s ❛♥❞ ♣♦t❡♥t✐❛❧❧② ♠✉❧t✐♣❧❡

♣❛rt♥❡rs❤✐♣s✳ ❲❡ t❤✉s ❡st✐♠❛t❡ t❤❡ ✐♥❝♦♠❡ ♣r♦❝❡ss t♦❣❡t❤❡r ✇✐t❤ ❛ ♣r♦❝❡ss ❢♦r ❝♦✉♣❧❡ st❛t✉s

t❤❛t ✐♥❝❧✉❞❡s s✐♥❣❧❡ s♣❡❧❧s✳ ❲❡ ❛❧❧♦✇ ❢♦r ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✐♥♥♦✈❛t✐♦♥s r❡❝❡✐✈❡❞ ❜② ❜♦t❤ ❡❛r♥❡rs

✐♥ ❛ ❝♦✉♣❧❡✖❛♥❞ ❢♦r t❤✐s ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ t♦ s②st❡♠❛t✐❝❛❧❧② ❞✐✛❡r ✇✐t❤ t❤❡ ❞❡❣r❡❡ ♦❢ ❤♦♠♦❣❛♠②

✇✐t❤✐♥ t❤❡ ❝♦✉♣❧❡✳ ❚❤r♦✉❣❤ t❤❡ ❧❡♥s ♦❢ t❤❡ s✐♠♣❧❡ ✐♥❝♦♠❡ ♣r♦❝❡ss ✇❡ ❝❛♥ t❤✉s ❧❡❛r♥ ❛❜♦✉t

✇❤❡t❤❡r t❤❡ s♦✉r❝❡s ♦❢ t❤❡ ♣❛tt❡r♥s ❢♦✉♥❞ ❛❜♦✈❡ ❛r❡ tr❛♥s✐t♦r② ♦r ♣❡r♠❛♥❡♥t ✐♥ ♥❛t✉r❡✳ ■t

t✉r♥s ♦✉t t❤❛t s♦rt✐♥❣ ❜② ❧❛❜♦r ♠❛r❦❡t ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝s tr❛♥s❧❛t❡s ✐♥t♦ str♦♥❣❡r ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ♦❢

t❤❡ ♣❡r♠❛♥❡♥t ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ♦❢ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ❡❛r♥✐♥❣s✳ ❲❡ t❤❡♥ ✉s❡ t❤❡ ❛❞❞❡❞ str✉❝t✉r❡ ✐♠♣♦s❡❞

❜② t❤❡ ✐♥❝♦♠❡ ♣r♦❝❡ss t♦ q✉❛♥t✐❢② t❤❡ r♦❧❡ ♦❢ ❤❡t❡r♦❣❡♥❡✐t② ♦❢ ✇✐t❤✐♥✲❝♦✉♣❧❡ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❢♦r t❤❡

❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ ❝r♦ss✲s❡❝t✐♦♥❛❧ ✐♥❝♦♠❡ ✐♥❡q✉❛❧✐t② ♦✈❡r t❤❡ ❧✐❢❡ ❝②❝❧❡✳ Pr❡❧✐♠✐♥❛r② r❡s✉❧ts s✉❣❣❡st

t❤❛t t❤❡ ❤❡t❡r♦❣❡♥❡✐t② ✐♥❝r❡❛s❡s t❤❡ ✈❛r✐❛♥❝❡ ❜② ❛❜♦✉t 5%✳

❋✉rt❤❡r✱ t❤❡ ❞❡❣r❡❡ ♦❢ ♣♦s✐t✐✈❡ s♦rt✐♥❣ ❛❧♦♥❣ ✈❛r✐♦✉s ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝s ✐s ❤✐❣❤✳ ❇② ♣♦s✐t✐✈❡

s♦rt✐♥❣ ✇❡ r❡❢❡r t♦ ❛ s✐t✉❛t✐♦♥ ✇❤❡r❡ ❝♦✉♣❧❡s s❤❛r❡ s✐♠✐❧❛r ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝s ♠♦r❡ ♦❢t❡♥ t❤❛♥

✐♠♣❧✐❡❞ ❜② r❛♥❞♦♠ ♠❛t❝❤✐♥❣ ♦❢ s♣♦✉s❡s ❣✐✈❡♥ t❤❡ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ♠❛r❣✐♥❛❧ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s✳ ❈♦rr♦❜✲

♦r❛t✐♥❣ ❡①✐st✐♥❣ r❡s✉❧ts ❢♦r ✈❛r✐♦✉s ❝♦✉♥tr✐❡s ✭❡✳❣✳ ❊✐❦❛ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✾✮✱ ✇❡ ✜♥❞ str♦♥❣ ❡✈✐❞❡♥❝❡

❢♦r ❡❞✉❝❛t✐♦♥❛❧ s♦rt✐♥❣✳ ❆t t❤❡ s❛♠❡ t✐♠❡✱ r❡❣❛r❞❧❡ss ♦❢ t❤❡ ❡❞✉❝❛t✐♦♥❛❧ ❛tt❛✐♥♠❡♥ts ✇✐t❤✐♥

❛ ❝♦✉♣❧❡✱ t❤❡r❡ ✐s str♦♥❣ ♣♦s✐t✐✈❡ ❝r♦ss✲s❡❝t✐♦♥❛❧ s♦rt✐♥❣ ❜② ♦❝❝✉♣❛t✐♦♥✱ ❜② ✐♥❞✉str②✱ ❛♥❞ ❛❧s♦

❜② ❡♠♣❧♦②❡r✳ ❚❤✐s ♣♦s✐t✐✈❡ s♦rt✐♥❣ ❛♠♣❧✐✜❡s t❤❡ r♦❧❡ ♦❢ s♣♦✉s❛❧ s✐♠✐❧❛r✐t② ❢♦r ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥

♠❡❛s✉r❡s ♦❢ ✐♥s✉r❛♥❝❡✳

❚❤❡ ♣❛♣❡r ✐s str✉❝t✉r❡❞ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✳ ❲❡ ❜❡❣✐♥ ❞❡s❝r✐❜✐♥❣ t❤❡ ❞❛t❛ ✉s❡❞ ✐♥ t❤❡ ❛♥❛❧②s✐s

✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✷✳ ■♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✸ ✇❡ ❞♦❝✉♠❡♥t ❝♦✲♠♦✈❡♠❡♥t ♦❢ s♣♦✉s❛❧ ❡❛r♥✐♥❣s ❝❤❛♥❣❡s✱ ❧✐♥❦ ✐t

❧❛❜♦r ♠❛r❦❡t s♦rt✐♥❣✱ ❛♥❞ ❡①♣❧♦r❡ t❤❡ ♣❛ss✲t❤r♦✉❣❤ ♦❢ ❡❛r♥✐♥❣s ❝❤❛♥❣❡s t♦ ❤♦✉s❡❤♦❧❞ ✐♥❝♦♠❡

❛♥❞ ❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥✳ ■♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✹ ✇❡ t❛❦❡ ❛ ❞②♥❛♠✐❝ ♣❡rs♣❡❝t✐✈❡✱ ❛♥❞ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ❢♦

s♣♦✉s❛❧ ✐♥❝♦♠❡ ❝❤❛♥❣❡s ♦✈❡r s❡✈❡r❛❧ ②❡❛rs ❛r♦✉♥❞ ❧❛r❣❡ ❞r♦♣s ♦❢ t❤❡ ♠❛✐♥ ❡❛r♥❡r✬s ✐♥❝♦♠❡✳

■♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✺✱ ✇❡ ❞❡✈❡❧♦♣ ❛♥❞ ❡st✐♠❛t❡ ❛♥ ✐♥❝♦♠❡ ♣r♦❝❡ss s✉✐t❛❜❧❡ t♦ ✉♥❞❡rst❛♥❞ t❤❡ ❥♦✐♥t

✐♥❝♦♠❡ ❞②♥❛♠✐❝s ♦❢ ❝♦✉♣❧❡s✳ ❙❡❝t✐♦♥ ✻ ❝♦♥❝❧✉❞❡s✳

✸



✷ ❉❛t❛

❲❡ ✉s❡ t❛① r❡❣✐st❡r ❛♥❞ s♦❝✐❛❧ s❡❝✉r✐t② ❞❛t❛✱ ❜♦t❤ ♣r♦✈✐❞❡❞ ❜② ❙t❛t✐st✐❝s ❉❡♥♠❛r❦✳ ❲❡ ♠❛✐♥❧②

r❡s♦rt t♦ t❤❡ ■♥t❡❣r❛t❡❞ ❉❛t❛❜❛s❡ ❢♦r ▲❛❜♦✉r ▼❛r❦❡t ❘❡s❡❛r❝❤ ✭■❉❆✮✱ ✇❤✐❝❤ ❝♦♠❜✐♥❡s ✈❛r✐♦✉s

r❡❣✐st❡rs ✇✐t❤ ❞❡t❛✐❧❡❞ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦♥ ❞❡♠♦❣r❛♣❤✐❝ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝s ❛♥❞ ❢❛♠✐❧② ❧✐♥❦❛❣❡s ✭❇❊❋✮✱

❡❞✉❝❛t✐♦♥ ✭❯❉❉❆✮✱ ❛♥❞ ❡♠♣❧♦②♠❡♥t ✭❆❑▼✮✳ ❚❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣ ❞❛t❛ s❡t ✐s ❛ ♣❛♥❡❧ t❤❛t tr❛❝❦s ❛❧❧

✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧s ✐♥ ❉❡♥♠❛r❦ ✇✐t❤ ❧✐♥❦s ❜❡t✇❡❡♥ ❢❛♠✐❧② ♠❡♠❜❡rs✱ ❛s ✇❡❧❧ ❛s ✇✐t❤ t❤❡✐r ❡♠♣❧♦②❡rs✳

❖✉r s❛♠♣❧❡ st❛rts ✐♥ ✶✾✾✶✱ ✇❤❡♥ t❤❡ ✜rst ♦❝❝✉♣❛t✐♦♥ ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ✐s ✐♥tr♦❞✉❝❡❞✱ ❛♥❞ r✉♥s

t❤r♦✉❣❤ ✷✵✶✽ ❛t ❛♥ ❛♥♥✉❛❧ ❢r❡q✉❡♥❝②✳

❲❡ ♠❡❛s✉r❡ ❡❛r♥✐♥❣s ❢♦r ❜♦t❤ ❤❡❛❞ ❛♥❞ s♣♦✉s❡ ❛s t♦t❛❧ ❛♥♥✉❛❧ ❧❛❜♦r ❡❛r♥✐♥❣s✱ ✇❤✐❝❤ ✐s

r❡❝♦r❞❡❞ ✐♥ t❤❡ t❛① r❡❣✐st❡rs❀ ❤♦✉s❡❤♦❧❞ ❡❛r♥✐♥❣s ✐s t❤❡ s✉♠ ♦❢ t❤❡ t✇♦✳ ❖✉r ❜❡♥❝❤♠❛r❦

❛♥❛❧②s✐s ❝♦♥s✐❞❡rs t✇♦ ❣r♦✉♣s ♦❢ ❡❞✉❝❛t✐♦♥❛❧ ❛tt❛✐♥♠❡♥t✿ ❍✐❣❤✱ ❢♦r t❤♦s❡ ✇✐t❤ ❛t ❧❡❛st ❛ ✷✲

②❡❛r ♣r♦❢❡ss✐♦♥❛❧ ❜❛❝❤❡❧♦r ❞❡❣r❡❡ ✭s✐♠✐❧❛r t♦ ❛♥ ❛❞✈❛♥❝❡❞ ✈♦❝❛t✐♦♥❛❧ tr❛✐♥✐♥❣✮❀ ❛♥❞ ▲♦✇ ❢♦r

t❤❡ r❡st✳ ❲❡ ✉s❡ t❤❡ ❙t❛t✐st✐❝s ❉❡♥♠❛r❦✬s ♦❝❝✉♣❛t✐♦♥ ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ✭❉■❙❈❖✮ ❛t t❤❡ t✇♦✲

❞✐❣✐t ❧❡✈❡❧✱ ❢♦r ❛ t♦t❛❧ ♦❢ ✷✻ ♦❝❝✉♣❛t✐♦♥s✳✶ ❚❤❡ ❉■❙❈❖ ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ❝❤❛♥❣❡s s❧✐❣❤t❧② ✐♥ ✷✵✶✵✳

■♥ ♦r❞❡r t♦ ❝r❡❛t❡ ❛ ❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉s s❡r✐❡s ♦❢ ♦❝❝✉♣❛t✐♦♥s✱ ✇❡ ❜✉✐❧❞ ❛ ❝r♦ss✇❛❧❦ ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡

♦❝❝✉♣❛t✐♦♥s ❤❡❧❞ ❜② ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧s ✐♥ ✷✵✵✾ ❛♥❞ ✷✵✶✵✳ ❋♦r ❡❛❝❤ ♦❝❝✉♣❛t✐♦♥ ❝♦❞❡ ✐♥ t❤❡ ♦❧❞

❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥✱ ✇❡ t❛❦❡ ❛❧❧ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧s t❤❛t ✇♦r❦ ✐♥ t❤❛t ♦❝❝✉♣❛t✐♦♥ ✐♥ ✷✵✵✾✱ ❛♥❞ t❤❡♥ ❛ss✐❣♥

t♦ ✐t t❤❡ ♠♦❞❡ ♦❢ t❤❡ ♦❝❝✉♣❛t✐♦♥s ✭✐♥ t❤❡ ♥❡✇ ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥✮ ❤❡❧❞ ❜② t❤❡s❡ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧s ✐♥ ✷✵✶✵✳

❙❛♠♣❧❡✳ ❆s ♦✉r ❜❛s❡❧✐♥❡ s❛♠♣❧❡✱ ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧s ❜❡t✇❡❡♥ ❛❣❡ ✷✺ ❛♥❞ ✻✺✱ ✇✐t❤

❛♥♥✉❛❧ ✐♥❝♦♠❡ ✭❧❛❜♦r ✐♥❝♦♠❡ ❛♥❞ ❞✐s♣♦s❛❜❧❡ ✐♥❝♦♠❡✮ ❛❜♦✈❡ ✹✱✵✵✵ ✷✵✶✽✲❯❙❉✳ ◆♦t❡ t❤❛t t❤✐s

❞♦❡s ♥♦t ♣r❡❝❧✉❞❡ ✉♥❡♠♣❧♦②♠❡♥t s♣❡❧❧s ✇✐t❤✐♥ ❛ ❣✐✈❡♥ ②❡❛r✳ ❚❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ ❛❣❡ ♦❢ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧s

✐♥ t❤❡ s❛♠♣❧❡ ✐s ✸✾ ②❡❛rs✳ ❚❤❡ ❢r❛❝t✐♦♥ ♦❢ ❝♦✉♣❧❡s ✇✐t❤ ❛ ♠❛❧❡ ♠❛✐♥ ❡❛r♥❡r ✐s 72%✱ ✇❤❡r❡❜②

t❤❡ s❤❛r❡ ♦❢ ❤♦✉s❡❤♦❧❞ ✐♥❝♦♠❡ ❝♦♠✐♥❣ ❢r♦♠ t❤❡ ♠❛✐♥ ❡❛r♥❡r ✐s ♦♥ ❛✈❡r❛❣❡ ❜❡t✇❡❡♥ 62% ❛♥❞

65% ❢♦r s♦rt❡❞ ❝♦✉♣❧❡s ❛♥❞ ❜❡t✇❡❡♥ 66% ❛♥❞ 67% ❢♦r ♥♦♥✲s♦rt❡❞✳ ❚❤❡ ❢r❛❝t✐♦♥ ♦❢ ❝♦✉♣❧❡s

✇✐t❤✐♥ t❤❡ s❛♠❡ s❡❝t♦r ✐s 20%✱ ✇❤✐❧❡ 15% s❤❛r❡ t❤❡ s❛♠❡ ♦❝❝✉♣❛t✐♦♥✱ ❛♥❞ 52% ❛r❡ ✐♥ t❤❡

s❛♠❡ ❡❞✉❝❛t✐♦♥ ❣r♦✉♣✳

✶❋✐❣✉r❡ ❆✳✷ ❜❡❧♦✇ ❧✐sts t❤❡ ♦❝❝✉♣❛t✐♦♥ ❣r♦✉♣s ✉s❡❞ ♦♥ ✐ts ❛①❡s✳

✹



✸ ❏♦✐♥t ■♥❝♦♠❡ ❛♥❞ ❈♦♥s✉♠♣t✐♦♥ ❉②♥❛♠✐❝s ✐♥ t❤❡ ❉❛t❛

■♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥✱ ✇❡ ❡♠♣✐r✐❝❛❧❧② ❛♥❛❧②③❡ t❤❡ ❞❡❣r❡❡ ♦❢ ❝♦♠♦✈❡♠❡♥t ❜❡t✇❡❡♥ s♣♦✉s❡s✬ ❡❛r♥✐♥❣s✱

❛s ✇❡❧❧ ❛s ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ❡❛r♥✐♥❣s ❛♥❞ ❤♦✉s❡❤♦❧❞ ❧❡✈❡❧ ❡❛r♥✐♥❣s ❛♥❞ ❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥

♠❡❛s✉r❡s✳ ❲❡ ❞♦ s♦ ❢♦r ❞✐✛❡r❡♥t t②♣❡s ♦❢ s♦rt✐♥❣ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ s♣♦✉s❡s ✐♥ ❞✉❛❧✲❡❛r♥❡r ❤♦✉s❡✲

❤♦❧❞s✳

✸✳✶ ◆♦♥❧✐♥❡❛r ❈♦✲▼♦✈❡♠❡♥t ♦❢ ■♥❝♦♠❡s ❲✐t❤✐♥ t❤❡ ❍♦✉s❡❤♦❧❞

❋♦r t❤❡ ♠♦♠❡♥t✱ ❧❛❜❡❧ t❤❡ t✇♦ s♣♦✉s❡s ✐♥ ❛ ❣✐✈❡♥ ❝♦✉♣❧❡ ❛s s♣♦✉s❡ 1 ❛♥❞ s♣♦✉s❡ 2 ✱ ❛♥❞ ❧❡t

t❤❡ ❝♦✲♠♦✈❡♠❡♥t ♦❢ t❤❡✐r ❧♦❣ ❡❛r♥✐♥❣s ❝❤❛♥❣❡s ❜❡ ❝❛♣t✉r❡❞ ❜②✿

∆y2t = f(∆y1t |x
couple
t ),

✇❤❡r❡ ∆yit ❞❡♥♦t❡s t❤❡ ❡❛r♥✐♥❣s ❝❤❛♥❣❡ ❜❡t✇❡❡♥ t ❛♥❞ t+ 1 ♦❢ s♣♦✉s❡ i ∈ {1, 2}✳

❚❤❡ ❜❡♥❝❤♠❛r❦ ❡❛r♥✐♥❣s ♠❡❛s✉r❡ y ✐s ❛ r❡s✐❞✉❛❧ ♥❡t ♦❢ ②❡❛r ✜①❡❞ ❡✛❡❝ts ❛♥❞ ❛ ❝✉❜✐❝ ❛❣❡

♣r♦✜❧❡✳ x
couple
t ✐s ❛ ❣r♦✉♣✐♥❣ ❝❛t❡❣♦r② ❜❛s❡❞ ♦♥ ❥♦✐♥t ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝s ♦❢ t❤❡ s♣♦✉s❡s ✇✐t❤✐♥

❛ couple❀ ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r ❞✐✛❡r❡♥t ✈❡rs✐♦♥s ♦❢ t❤✐s ❣r♦✉♣✐♥❣ ✈❛r✐❛❜❧❡ t♦ ❡①♣❧♦r❡ ❛❧♦♥❣ ✇❤✐❝❤

❞✐♠❡♥s✐♦♥ t❤❡ ❞❡❣r❡❡ ♦❢ ❤♦♠♦❣❛♠② ♦❢ ♣❛rt♥❡rs ♠❛tt❡rs ❢♦r r❡❛❧✐③❡❞ ❥♦✐♥t ♦✉t❝♦♠❡s✳ ❲❡

s♣❡❝✐❢② t❤✐s ❣r♦✉♣✐♥❣ ♠♦r❡ ❜❡❧♦✇ ✇❤❡♥ ✇❡ t✉r♥ t♦ ✐t✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ f(·) ✐s s♣❡❝✐✜❡❞ ✢❡①✐❜❧② t♦

❛❧❧♦✇ ❢♦r ♥♦♥✲❧✐♥❡❛r ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ✐♥ ∆y1t ✳

❚♦ ❝❛♣t✉r❡ ♥♦♥✲❧✐♥❡❛r ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥✱ ✇❡ ❝❛t❡❣♦r✐③❡ t❤❡ ❝❤❛♥❣❡s ✐♥ ❡❛r♥✐♥❣s ❢♦r s♣♦✉s❡ ✶ ✐♥t♦

✶✽ ❜✐♥s ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ 5th ❛♥❞ 95th ♣❡r❝❡♥t✐❧❡s✳ ❇✐♥s ✶ ❛♥❞ ✶✽ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ t♦ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧s ❜❡t✇❡❡♥

♣❡r❝❡♥t✐❧❡s ✺ ❛♥❞ ✶✵ ❛♥❞ ❜❡t✇❡❡♥ ♣❡r❝❡♥t✐❧❡s ✾✵ ❛♥❞ ✾✺✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ ❚❤❡ r❡♠❛✐♥✐♥❣ ✶✻ ❜✐♥s

❛r❡ ❝❤♦s❡♥ t♦ ❜❡ ❡q✉❛❧❧② s♣❛❝❡❞ ✐♥ ❜❡t✇❡❡♥ ❜✐♥s ✶ ❛♥❞ ✶✽✳ ❲❡ ♣♦♦❧ ❛❧❧ ②❡❛rs ✐♥ t❤❡ s❛♠♣❧❡✱

❛♥❞ t❤❡♥✱ ❢♦r ❛ ❣✐✈❡♥ ❝♦✉♣❧❡ t②♣❡ x
couple
t ❛♥❞ ❡❛❝❤ ❜✐♥ k ∈ {1, ..., 18}✱ ❡st✐♠❛t❡ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣

✈❡rs✐♦♥ ♦❢ f(·)✿

∆y2t,k = αk + βk∆y1t ✶∆y1
t
∈k + ut,k. ✭✶✮

◆♦t❡ t❤❛t t❤❡ s♣❡❝✐✜❝❛t✐♦♥ ✐♥ ✭✶✮ s♣❛♥s ❛ ✇✐❞❡ r❛♥❣❡ ♦❢ ❡❛r♥✐♥❣s ❝❤❛♥❣❡s ❢♦r s♣♦✉s❡ ✶✱ ❛♥❞

✺



❧✐♥❦s ✐t t♦ t❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ ♠❡❛♥ ❝❤❛♥❣❡ ♦❢ s♣♦✉s❡ ✷ ✐♥ ❛ ❣✐✈❡♥ ❜✐♥✳ ■♥ ♦✉r ❜❡♥❝❤♠❛r❦ ❣r♦✉♣✐♥❣✱

✇❡ ❞♦ ♥♦t t❛❦❡ ❛ st❛♥❞ ♦♥ ✇❤✐❝❤ s♣♦✉s❡ ✇✐t❤✐♥ ❛ ❣✐✈❡♥ ❝♦✉♣❧❡ ✐s t♦ ❜❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ s♣♦✉s❡ ✶

♦r ✷✱ ❡✳❣✳✱ ❜② ✐❞❡♥t✐❢②✐♥❣ ❛ ❤♦✉s❡❤♦❧❞ ✏❤❡❛❞✑ ❛♥❞ ✏s♣♦✉s❡✑✳ ■♥st❡❛❞✱ ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r ❡❛❝❤ ❝♦✉♣❧❡

t✇✐❝❡ ✇❤❡♥ ❡st✐♠❛t✐♥❣ ✭✶✮✿ ❡✈❡r② ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧✬s ❡❛r♥✐♥❣s ❝❤❛♥❣❡ ✐s ✉s❡❞ ✇❤❡♥ ❝♦♥str✉❝t✐♥❣ t❤❡

①✲❛①✐s✱ ✐✳❡✳✱ ❡✈❡r② ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ✐s ❛ s♣♦✉s❡ ✶✳ ❋♦r ❛ ❣✐✈❡♥ ②❡❛r✱ ✇❡ t❤❡♥ ❛ss✐❣♥ t❤❡ ❡❛r♥✐♥❣s

❝❤❛♥❣❡ ♦❢ t❤❡ ♣❛rt♥❡r ✭s♣♦✉s❡ ✷ ✮ t♦ ❡❛❝❤ s♣♦✉s❡ ✶✳ ❲❡ ❛❧s♦ ❝♦♥s✐❞❡r ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡ s♣❡❝✐✜❝❛t✐♦♥s

✐♥ ✇❤✐❝❤ ✇❡ ✐❞❡♥t✐❢② ❤♦✉s❡❤♦❧❞ ❤❡❛❞ ❛♥❞ s♣♦✉s❡✳

◆♦♥❧✐♥❡❛r ❏♦✐♥t ❉②♥❛♠✐❝s✳ ❇❡❢♦r❡ ❞❡❧✈✐♥❣ ✐♥t♦ ❤❡t❡r♦❣❡♥❡✐t② ❛❝r♦ss ❣r♦✉♣s✱ ❋✐❣✉r❡ ✶

s❤♦✇s t❤❡ ❡st✐♠❛t❡❞ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ β̂k ✭♣❛♥❡❧ ❛✮ ❛♥❞ t❤❡ s♣♦✉s❛❧ ❡❛r♥✐♥❣s ❝❤❛♥❣❡ ♣r❡❞✐❝t❡❞ ❜②

s✉❝❤ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ s♣♦✉s❡ ✶✬s ❡❛r♥✐♥❣s ❝❤❛♥❣❡ ∆̂y2t,k = α̂k + β̂k∆y1t,k ✭♣❛♥❡❧ ❜✮

❢♦r ❛❧❧ ❞✉❛❧✲❡❛r♥❡r ❤♦✉s❡❤♦❧❞s✳

❚❤❡r❡ ❛r❡ t✇♦ ♠❛✐♥ t❛❦❡✲❛✇❛②s✳ ❋✐rst✱ t❤❡ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ✈❛r✐❡s ✐♥❞❡❡❞ ❛❝r♦ss ✐♥❝♦♠❡ ❝❤❛♥❣❡

❜✐♥s✿ t❤❡ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ✐s ❧❛r❣❡st ❢♦r ❧❛r❣❡ ❣❛✐♥s ♦❢ s♣♦✉s❡ ✶✳ ❙❡❝♦♥❞✱ t❤❡ s✐❣♥ t✉r♥s ♥❡❣❛t✐✈❡ ❢♦r

r❡❧❛t✐✈❡❧② ❧❛r❣❡ ✐♥❝♦♠❡ ❧♦ss❡s ♦❢ s♣♦✉s❡ ✶✱ ✇❤✐❝❤ ✐♠♣❧✐❡s t❤❛t s♣♦✉s❡ ✷✬s ❡❛r♥✐♥❣s ❣❛✐♥s ❝♦✉♥✲

t❡r❛❝t s♣♦✉s❡ ✶✬s ❧♦ss❡s✳ ❚❤✐s ✐s ✈✐s✉❛❧❧② ❡♠♣❤❛s✐❡❞ ✐♥ ♣❛♥❡❧ ✭❜✮✱ ✇❤✐❝❤ s❤♦✇s t❤❡ ♣r❡❞✐❝t❡❞

❝❤❛♥❣❡ ✐♠♣❧✐❡❞ ❜② t❤❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥✳

❋✐❣✉r❡ ✶✿ ◆♦♥❧✐♥❡❛r ❈♦♠♦✈❡♠❡♥t ♦❢ ❊❛r♥✐♥❣s ❈❤❛♥❣❡s

✭❛✮ ❈♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❈♦❡✣❝✐❡♥t ✭❜✮ Pr❡❞✐❝t❡❞ ❈❤❛♥❣❡

◆♦t❡s✿ ❙❤♦✇s t❤❡ ❡st✐♠❛t❡❞ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ✭❧❡❢t✮✱ ❛s ✇❡❧❧ ❛s t❤❡ s♣♦✉s❛❧ ❡❛r♥✐♥❣s ❝❤❛♥❣❡ ♣r❡❞✐❝t❡❞ ❜② s✉❝❤

❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ s♣♦✉s❡ ✶✬s ❡❛r♥✐♥❣s ❝❤❛♥❣❡ ✭r✐❣❤t✮✳ ❚❤❡ ✐♥❝♦♠❡ ♠❡❛s✉r❡ ✐s r❡s✐❞✉❛❧✐③❡❞ ✭♥❡t ♦❢

②❡❛r ✜①❡❞ ❡✛❡❝ts ❛♥❞ ❛ ❝✉❜✐❝ ❛❣❡ ♣r♦✜❧❡✮✳

✻



❍❡t❡r♦❣❡♥❡✐t② ❜② ▲❛❜♦r ▼❛r❦❡t ❙♦rt✐♥❣✳ ◆❡①t✱ ✇❡ ❢✉rt❤❡r ❛❧❧♦✇ f(·) t♦ ✈❛r② ✢❡①✐❜❧②

✇✐t❤ t❤❡ ❞❡❣r❡❡ ♦❢ ❤♦♠♦❣❛♠② ♦❢ t❤❡ ❝♦✉♣❧❡✱ ❝❛♣t✉r❡❞ ❜② x
couple
t ✳ ■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ ✇❡ ❞❡✜♥❡

❣r♦✉♣s ♦❢ ❝♦✉♣❧❡s ✐♥ t❡r♠s ♦❢ ❧❛❜♦r ♠❛r❦❡t ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝s✿ ❡❞✉❝❛t✐♦♥✱ s❡❝t♦r ♦❢ ❡♠♣❧♦②♠❡♥t✱

♦❝❝✉♣❛t✐♦♥✱ ❛♥❞ ✜r♠✳ ❋♦r ❛ ❣✐✈❡♥ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝✱ xcouple
t t❛❦❡s ♦♥ t✇♦ ♣♦ss✐❜❧❡ ✈❛❧✉❡s r❡♣r❡✲

s❡♥t✐♥❣ ❜❡✐♥❣ t❤❡ s❛♠❡ ✭❡✳❣✳✱ ✬s❛♠❡ ❡❞✉❝❛t✐♦♥✬✮ ♦r ♥♦t ✭✬♥♦t s❛♠❡ ❡❞✉❝❛t✐♦♥✬✮✳ ❘❡❝❛❧❧ t❤❛t✱ ♦♥

❛✈❡r❛❣❡✱ 52% ♦❢ ❝♦✉♣❧❡s ❤❛✈❡ ♣❛rt♥❡rs ♦❢ t❤❡ s❛♠❡ ❡❞✉❝❛t✐♦♥✱ 20% ✇♦r❦ ✐♥ t❤❡ s❛♠❡ s❡❝t♦r✱

15% ✐♥ t❤❡ s❛♠❡ ♦❝❝✉♣❛t✐♦♥ ✭❛❧s♦✱ 10% s❤❛r❡ t❤❡ s❛♠❡ s❡❝t♦r×♦❝❝✉♣❛t✐♦♥✱ ❛♥❞ 11% ✇♦r❦

✐♥ t❤❡ s❛♠❡ ✜r♠✮✳ ■♥ ❆♣♣❡♥❞✐① ❆ ✇❡ s❤♦✇ t❤❛t t❤♦s❡ s❤❛r❡s ❛r❡ ✐♥❞❡❡❞ ❧❛r❣❡r t❤❛♥ ✇❤❛t

✇♦✉❧❞ ♦❝❝✉r ✉♥❞❡r r❛♥❞♦♠ ♠❛t❝❤✐♥❣✱ ✇❤✐❝❤ ♠❡❛♥s t❤❛t t❤❡r❡ ✐s s♦rt✐♥❣ ❛❧♦♥❣ t❤♦s❡ ❞✐♠❡♥✲

s✐♦♥s✳ ❚❤✐s s♦rt✐♥❣ ❛♠♣❧✐✜❡s t❤❡ ❛❣❣r❡❣❛t❡ ✐♠♣♦rt❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ✉♥❝♦✈❡r❡❞ ❤❡t❡r♦❣❡♥❡✐t②✳ ■♥ t❤❡

♥❡①t s✉❜s❡❝t✐♦♥✱ ✇❡ ❡♥r✐❝❤ x
couple
t t♦ ❝❛♣t✉r❡ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ❤❡t❡r♦❣❡♥❡✐t②✱ ❛♥❞ ❢♦r♠ ❣r♦✉♣s ❜❛s❡❞

♦♥ t❤❡ s❛♠❡ ❧❛❜♦r ♠❛r❦❡t ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐♥❝s ❛s ❤❡r❡✱ ❝♦♠❜✐♥❡❞ ✇✐t❤ ❤♦✉s❡❤♦❧❞✲❧❡✈❡❧ ❛❣❣r❡❣❛t❡

❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝s ❧✐❦❡ ✇❡❛❧t❤ ❛♥❞ ✐♥❝♦♠❡✳

❋✐❣✉r❡ ✷ s❤♦✇s t❤❡ βk✲❝♦❡✣❝✐❡♥t ♦❢ f(∆y1t |x
couple
t ) ❢♦r ❡✈❡r② ❜✐♥ k✱ ♥♦✇ ❢♦r ❞✐✛❡r❡♥t ❣r♦✉♣s

♦❢ xcouple
t ✳ ❚❤❡ ❜❧❛❝❦ ❧✐♥❡ ✇✐t❤ r♦✉♥❞ ♠❛r❦❡rs r❡♣❡❛ts t❤❡ ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ r✐❣❤t ♣❛♥❡❧ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✶

❛s ❛ r❡❢❡r❡♥❝❡✳ ❚❤❡ ♦t❤❡r ❧✐♥❡s r❡♣r❡s❡♥t ❞✐✛❡r❡♥t ❣r♦✉♣s✳ ❋♦r ❡❛❝❤ ❣r♦✉♣✐♥❣ ❝❛t❡❣♦r②✱ t✇♦

❧✐♥❡s s♣❧✐t t❤❡ ✇❤♦❧❡ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥✳ ❆s s✉❝❤✱ t❤❡ ❣r♦✉♣s ❛r❡ ♦✈❡r❧❛♣♣✐♥❣ ✐♥ t❤❡ s❡♥s❡ t❤❛t

✇✐t❤✐♥ t❤❡ ❣r♦✉♣ ♦❢✱ s❛②✱ ✬s❛♠❡ ❡❞✉❝❛t✐♦♥✬ t❤❡r❡ ❛r❡ ❝♦✉♣❧❡s ♦❢ t❤❡ ❣r♦✉♣ ✬s❛♠❡ ♦❝❝✉♣❛t✐♦♥✬

❛♥❞ ♦❢ t❤❡ ❣r♦✉♣ ✬♥♦t s❛♠❡ ♦❝❝✉♣❛t✐♦♥✬✳ ❚❤❡ ✈✐s✉❛❧❧② ♠♦st str✐❦✐♥❣ r❡s✉❧t ✐s t❤❛t ❝♦✉♣❧❡s

s♦rt❡❞ ✇✐t❤✐♥ t❤❡ s❛♠❡ s❡❝t♦r ♦r ♦❝❝✉♣❛t✐♦♥ ❞♦ ❞✐s♣❧❛② ❛ str♦♥❣❡r ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ♦❢ ✐♥❝♦♠❡

❝❤❛♥❣❡s t❤r♦✉❣❤♦✉t t❤❡ r❛♥❣❡ ♦❢ s♣♦✉s❡ ✶✬s ✐♥❝♦♠❡ ❝❤❛♥❣❡s✳ ■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ t❤❡ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥

✐s ♣♦s✐t✐✈❡ t❤r♦✉❣❤♦✉t✱ ❛♥❞ ❞♦❡s ♥♦t s✇✐t❝❤ s✐❣♥ ❢♦r ♥❡❣❛t✐✈❡ ❝❤❛♥❣❡s✳ ❚❤✉s✱ t❤♦s❡ ❝♦✉♣❧❡s

❞♦ ❞✐s♣❧❛② str♦♥❣❡r ❝♦♠♦✈❡♠❡♥t ♦❢ ♣♦s✐t✐✈❡ ✐♥❝♦♠❡ ❝❤❛♥❣❡s✱ ❛♥❞ ✇♦rs❡ ✭♥♦✮ ❜✉✛❡r✐♥❣ ♦❢ t❤❡

♠❛✐♥ ❡❛r♥❡r✬s ✐♥❝♦♠❡ ❢❛❧❧✐♥❣ t❤r♦✉❣❤ ♥❡❣❛t✐✈❡❧② ❝♦rr❡❧❛t❡❞ ❝❤❛♥❣❡s ✐♥ t❤❛t r❛♥❣❡✳ ❋♦r ♦t❤❡r

❝♦✉♣❧❡s✖✐✳❡✳✱ t❤♦s❡ ✇❤❡r❡ ♣❛rt♥❡rs ✇♦r❦ ✐♥ ❞✐✛❡r❡♥t ♦❝❝✉♣❛t✐♦♥s ♦r s❡❝t♦rs✖t❤❡ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥

✐s ♣♦s✐t✐✈❡ ❢♦r ♣♦s✐t✐✈❡ ❝❤❛♥❣❡s✱ ❜✉t ♥❡❣❛t✐✈❡ ❢♦r ♥❡❣❛t✐✈❡ ❝❤❛♥❣❡s ♦❢ s♣♦✉s❡ ✶ ✭✇❤✐❝❤ ✐♠♣❧✐❡s

s♦♠❡ st❛❜✐❧✐③❛t✐♦♥ ♦❢ ❤♦✉s❡❤♦❧❞ ✐♥❝♦♠❡ t♦ ✇❤✐❝❤ ✇❡ ✇✐❧❧ t✉r♥ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✸✳✷✮✳ ■♥ ♦r❞❡r t♦

❛♥❝❤♦r t❤❡ ♠❛❣♥✐t✉❞❡s✱ r❡❝❛❧❧ t❤❛t t❤❡ ❡❛r♥✐♥❣s ♠❡❛s✉r❡ ✐s ❛ r❡s✐❞✉❛❧ ♥❡t ♦❢ ②❡❛r ✜①❡❞ ❡✛❡❝ts

❛♥❞ ❛ ❝✉❜✐❝ ❛❣❡ ♣r♦✜❧❡✳ ❚❤✉s✱ t❤❡ ❡st✐♠❛t❡❞ ❡❧❛st✐❝✐t✐❡s ❛r❡ ❛❧r❡❛❞② ♥❡t ♦❢ t❤❡ ❝♦♠♠♦♥ ❛♥♥✉❛❧

❛✈❡r❛❣❡ ❣r♦✇t❤✱ ❛♥❞ t❤❡ ❤✐❣❤❧② ❝♦rr❡❧❛t❡❞ ♠♦✈❡ ❛❧♦♥❣ t❤❡ ❛❣❡ ♣r♦✜❧❡ ✭❣✐✈❡♥ t❤❛t s♣♦✉s❡s t❡♥❞

✼



t♦ ❜❡ ❝❧♦s❡ ✐♥ ❛❣❡✮✳

❋✐❣✉r❡ ✷✿ ◆♦♥❧✐♥❡❛r ❈♦♠♦✈❡♠❡♥t ♦❢ ❊❛r♥✐♥❣s ❈❤❛♥❣❡s✖❇② ❙♦rt✐♥❣ ●r♦✉♣s

◆♦t❡s✿ ❙❤♦✇s t❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ♦❢ s♣♦✉s❡ ✷✬s ❡❛r♥✐♥❣s✱ ♥❡t ♦❢ ②❡❛r ✜①❡❞ ❡✛❡❝ts ❛♥❞ t❤❡ ❛❣❡ ♣r♦✜❧❡✱

✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ s♣♦✉s❡ ✶✬s ❡❛r♥✐♥❣ ❝❤❛♥❣❡s✳

❚♦ ❡st❛❜❧✐s❤ ✇❤❡t❤❡r t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡s ❜❡t✇❡❡♥ ✬s♦rt❡❞✬ ❛♥❞ ✬♥♦♥✲s♦rt❡❞✬ ❝♦✉♣❧❡s ✭❡✳❣✳✱ ✬s❛♠❡

♦❝❝✉♣❛t✐♦♥✬ ✈s✳ ✬♥♦t s❛♠❡ ♦❝❝✉♣❛t✐♦♥✬✮ ❛r❡ s✐❣♥✐✜❝❛♥t✱ ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r ❛ s✐♠♣❧❡ ♦♥❡✲s✐❞❡❞ t✲

t❡st✳ Pr❡❝✐s❡❧②✱ ❢♦r ❛ ❣✐✈❡♥ ❜✐♥ k ♦❢ s♣♦✉s❡ ✶ ✐♥❝♦♠❡ ❝❤❛♥❣❡✱ ✇❡ ❝❛❧❝✉❧❛t❡ t❤❡ t✲st❛t✐st✐❝

tk =
β̂♥♦♥✲s♦rt❡❞

k
−β̂s♦rt❡❞

k

s❡(β̂♥♦♥✲s♦rt❡❞

k
)

✳ ■♥ ❋✐❣✉r❡ ✸ ✇❡ ♣❧♦t t❤❡ s❡t ♦❢ tk✬s ❢♦r ❞✐✛❡r❡♥t ❣r♦✉♣✐♥❣ ❝❛t❡❣♦r✐❡s✳

◆❡❣❛t✐✈❡ ✈❛❧✉❡s ❝❛♣t✉r❡ t❤❛t t❤❡ ❝♦♠♦✈❡♠❡♥t ❜❡t✇❡❡♥ s♣♦✉s❛❧ ❡❛r♥✐♥❣s ❝❤❛♥❣❡s ✐s str♦♥❣❡r

❢♦r ❝♦✉♣❧❡s ✐♥ t❤❡ ✬s♦rt❡❞✬ ❝❛t❡❣♦r②✳ ❆s ✐t t✉r♥s ♦✉t✱ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❣r♦✉♣s ✐s

✐♥❞❡❡❞ ❤✐❣❤❧② s✐❣♥✐✜❝❛♥t✱ ✇❤✐❝❤ ❝♦♠❡s ❛t ♥♦ s✉r♣r✐s❡ ❣✐✈❡♥ t❤❡ ❧❛r❣❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s

✭t❤♦✉s❛♥❞s ♦❢ ❝♦✉♣❧❡s✮ ✉s❡❞ ✐♥ ❡❛❝❤ ♦❢ t❤❡ r❡❣r❡ss✐♦♥s✳

✽



❋✐❣✉r❡ ✸✿ ❙✐❣♥✐✜❝❛♥❝❡ ♦❢ ❉✐✛❡r❡♥❝❡ ❇❡t✇❡❡♥ ✬❙♦rt❡❞✬ ❛♥❞ ✬◆♦♥✲❙♦rt❡❞✬

✭❛✮ ❊❞✉❝❛t✐♦♥ ❙♦rt✐♥❣ ✭❜✮ ❖❝❝✉♣❛t✐♦♥ ❙♦rt✐♥❣

✭❝✮ ❙❡❝t♦r ❙♦rt✐♥❣

◆♦t❡s✿ ❙❤♦✇s t❤❡ t✲st❛t✐st✐❝ tk =
β̂♥♦♥✲s♦rt❡❞

k
−β̂s♦rt❡❞

k

s❡(β̂♥♦♥✲s♦rt❡❞

k
)

✳ ◆❡❣❛t✐✈❡ ✈❛❧✉❡s ✐♥❞✐❝❛t❡ str♦♥❣❡r ❝♦♠♦✈❡♠❡♥t ✇❤❡♥

✬s♦rt❡❞✬ ❛❧♦♥❣ t❤❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ♠❡♥t✐♦♥❡❞ ✐♥ t❤❡ ♣❛♥❡❧ ❧❛❜❡❧✳

❍❡t❡r♦❣❡♥❡✐t② ❆❧♦♥❣ ❖t❤❡r ❉✐♠❡♥s✐♦♥s❄ ❖♥❡ ♣♦ss✐❜❧❡ r❡❛s♦♥ ❢♦r ♦❜s❡r✈✐♥❣ ❞✐✛❡r❡♥t

❥♦✐♥t ❞②♥❛♠✐❝s ❢♦r ❞✐✛❡r❡♥t ❣r♦✉♣s ♦❢ ❝♦✉♣❧❡s ❝♦✉❧❞ ❧✐❡ ✐♥ t❤♦s❡ ❝♦✉♣❧❡s s②st❡♠❛t✐❝❛❧❧② ❞✐✛❡r✐♥❣

❛❧♦♥❣ s♦♠❡ ♦t❤❡r r❡❧❡✈❛♥t ♠❛r❣✐♥✳ ❆❧♦♥❣ t❤❡s❡ ❧✐♥❡s✱ ✇❡ ♥♦✇ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧❧② ♦♥

❝♦✉♣❧❡s✬ ❛❣❡✱ ✐♥❝♦♠❡ ❧❡✈❡❧s✱ ❛♥❞ ✇❡❛❧t❤✳ ❲❡ t❤❡♥ r❡❡st✐♠❛t❡ f(∆y1t |x
couple
t )✱ ✇❤❡r❡ ♥♦✇ x

couple
t

✐♥❝❧✉❞❡s t❤❡ ✇❡❛❧t❤✱ ✐♥❝♦♠❡✱ ♦r ❛❣❡ ❣r♦✉♣✳ ❚❤❡ ♠❛✐♥ t❛❦❡✲❛✇❛② ✐s t❤❛t t❤❡ ♦✈❡r❛❧❧ ♣❛tt❡r♥

r❡♠❛✐♥s ✇✐t❤✐♥ t❤♦s❡ ❣r♦✉♣s✿ ✬s♦rt❡❞✬ ❝♦✉♣❧❡s ❞✐s♣❧❛② str♦♥❣❡r ❝♦♠♦✈❡♠❡♥t t❤❛♥ ✬♥♦♥✲s♦rt❡❞✬

❝♦✉♣❧❡s✳ ❚❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ✐s t❤✉s ♥♦t ❡①♣❧❛✐♥❡❞ ❜② ❛ ❞✐✛❡r❡♥t ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦✈❡r ❛❣❡✱ ✐♥❝♦♠❡✱

✇❡❛❧t❤✳

❈♦♥s✐❞❡r✱ ✜rst✱ ❋✐❣✉r❡ ✹✱ ✇❤✐❝❤ s❤♦✇s t❤❡ ❡st✐♠❛t❡❞ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ♦❢ s♣♦✉s❡ ✷ ✬s ✐♥❝♦♠❡

❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ ♦♥ t❤❡ ❝❤❛♥❣❡ ♦❢ s♣♦✉s❡ ✶ ✬s ✐♥❝♦♠❡ ❢♦r ❞✐✛❡r❡♥t s♦rt✐♥❣ ❣r♦✉♣s✳ ❚❤❡ t❤r❡❡ ♣❛♥❡❧s

✾



❋✐❣✉r❡ ✹✿ ◆♦♥❧✐♥❡❛r ❈♦♠♦✈❡♠❡♥t ♦❢ ❊❛r♥✐♥❣s ❈❤❛♥❣❡s✖❇② ❙♦rt✐♥❣ ●r♦✉♣s ❛♥❞ ❜② ❆❣❡

✭❛✮ ✷✺✲✸✹ ✭❜✮ ✸✺✲✹✹

✭❝✮ ✹✺✲✺✺

◆♦t❡s✿ ❙❤♦✇s t❤❡ ❡st✐♠❛t❡❞ ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ s♣♦✉s❛❧ ❡❛r♥✐♥❣s ❝❤❛♥❣❡s ❢♦r ❞✐✛❡r❡♥t ❛❣❡ ❣r♦✉♣s✱

❛♥❞ ✇✐t❤✐♥ ❡❛❝❤ ♣❛♥❡❧ ❢♦r ❞✐✛❡r❡♥t s♦rt✐♥❣ ✈❛r✐❛❜❧❡s✳

✭❛✮✕✭❝✮ ❛r❡ ❢♦r t❤r❡❡ ❞✐✛❡r❡♥t ❛❣❡ ❣r♦✉♣s✳ ■♥ ❡❛❝❤ ♣❛♥❡❧✱ t❤❡ ❜❧❛❝❦ ❞♦tt❡❞ ❧✐♥❡ r❡♣♦rts t❤❡

❡st✐♠❛t❡❞ ♥♦♥✲❧✐♥❡❛r ❝♦♠♦✈❡♠❡♥t ❢✉♥❝t✐♦♥ ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ ♦♥ t❤❡ ❛❣❡ ❣r♦✉♣ ♦♥❧②✳ ❋♦r ❛ ❣✐✈❡♥

❛❣❡ ❣r♦✉♣✱ ✇✐t❤✐♥ ❡❛❝❤ ♦❢ t❤❡ t❤r❡❡ ♣❛♥❡❧s✱ t❤❡r❡ ❛r❡ ♠✉❧t✐♣❧❡ s♦rt✐♥❣ ❣r♦✉♣s✱ ✇❤✐❝❤ ❢✉rt❤❡r

s❡❧❡❝t s✉❜❣r♦✉♣s ❜❛s❡❞ ♦♥ s♦rt✐♥❣ st❛t✉s ✭❡✳❣✳✱ ✬s❛♠❡ ❡❞✉❝❛t✐♦♥✬ ✈s✳ ✬♥♦t s❛♠❡ ❡❞✉❝❛t✐♦♥✬✮✳

❚❤❡ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ❢r♦♠ ❛❜♦✈❡✱ t❤❛t ❡❞✉❝❛t✐♦♥❛❧ s♦rt✐♥❣ ❞♦❡s ♥♦t ♣❧❛② t♦♦ ❜✐❣ ♦❢ ❛ r♦❧❡ ✐s

❝♦rr♦❜♦r❛t❡❞ ❤❡r❡ ❢♦r ❡❛❝❤ ♦❢ t❤❡ ❛❣❡ ❣r♦✉♣s✳ ❙♦rt✐♥❣ ❜② s❡❝t♦r ❛♥❞ s♦rt✐♥❣ ❜② ♦❝❝✉♣❛t✐♦♥

❜♦t❤ ❛r❡ r❡❧❡✈❛♥t ❢♦r t❤❡ ❡st✐♠❛t❡❞ ❝♦♠♦✈❡♠❡♥t ✇✐t❤✐♥ ❡❛❝❤ ❛❣❡ ❣r♦✉♣ ✐♥ t❤❡ s❛♠❡ ✇❛② ❛s

✇❤❛t ✇❡ ❞✐s❝✉ss❡❞ ❛❜♦✈❡✿ ✬s♦rt❡❞✬ ❝♦✉♣❧❡s ❞✐s♣❧❛② str♦♥❣❡r ❝♦♠♦✈❡♠❡♥t✳

❙❡❝♦♥❞✱ ✇❡ ❞✐✈✐❞❡ t❤❡ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥ ✐♥t♦ t❤r❡❡ ❣r♦✉♣s ❜❛s❡❞ ♦♥ r❡❝❡♥t ❡❛r♥✐♥❣s✱ ❛♥❞ s❡♣❛✲

r❛t❡❧② ❡st✐♠❛t❡ t❤❡ s♣♦✉s❛❧ ✐♥❝♦♠❡ ❝♦♠♦✈❡♠❡♥t✱ ❛❣❛✐♥ ✇✐t❤ ❛♥❞ ✇✐t❤♦✉t ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧❧② ❝♦♥✲

❞✐t✐♦♥✐♥❣ ♦♥ s♦rt✐♥❣ ❛❧♦♥❣ ✈❛r✐♦✉s ♣♦ss✐❜❧❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥s✳ ❋✐❣✉r❡ ✺ s❤♦✇s t❤❡ r❡s✉❧ts✳ ❲✐t❤✐♥

✶✵



❋✐❣✉r❡ ✺✿ ◆♦♥❧✐♥❡❛r ❈♦♠♦✈❡♠❡♥t ♦❢ ❊❛r♥✐♥❣s ❈❤❛♥❣❡s✖❇② ❙♦rt✐♥❣ ●r♦✉♣s ❛♥❞ ❜② ■♥❝♦♠❡

✭❛✮ ❋✐rst ❚❡rt✐❧❡ ✭❜✮ ❙❡❝♦♥❞ ❚❡rt✐❧❡

✭❝✮ ❚❤✐r❞ ❚❡rt✐❧❡

◆♦t❡s✿ ❙❤♦✇s t❤❡ ❡st✐♠❛t❡❞ ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ s♣♦✉s❛❧ ❡❛r♥✐♥❣s ❝❤❛♥❣❡s ❢♦r ❞✐✛❡r❡♥t ✐♥❝♦♠❡

❣r♦✉♣s✱ ❛♥❞ ✇✐t❤✐♥ ❡❛❝❤ ♣❛♥❡❧ ❢♦r ❞✐✛❡r❡♥t s♦rt✐♥❣ ✈❛r✐❛❜❧❡s✳

❡❛❝❤ ♦❢ t❤❡ t❤r❡❡ ✐♥❝♦♠❡ ❣r♦✉♣s✱ ✇❡ ✜♥❞ t❤❛t s♦rt✐♥❣ ❛❧♦♥❣ t❤❡ s❡❝t♦r ♦r ♦❝❝✉♣❛t✐♦♥ ♠❛r❣✐♥

✐♠♣❧✐❡s str♦♥❣❡r ❝♦♠♦✈❡♠❡♥t ♦❢ s♣♦✉s❛❧ ❡❛r♥✐♥❣s✳ ❲✐t❤✐♥ ❛❧❧ ❣r♦✉♣s t❤❡ ❡❞✉❝❛t✐♦♥ ♠❛r❣✐♥ ✐s

♥♦t ❛s r❡❧❡✈❛♥t✳ ❚❤❡r❡ ✐s ♦♥❡ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧❧② ✐♥t❡r❡st✐♥❣ ❢❡❛t✉r❡ r❡✈❡❛❧❡❞ ✐♥ t❤✐s ❛♥❛❧②s✐s ❢♦r t❤❡

❧♦✇❡r ✐♥❝♦♠❡ ❣r♦✉♣s✳ ❈♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ ✭♦♥❧②✮ ♦♥ ❜❡✐♥❣ ✐♥ t❤❡ ❧♦✇ ✐♥❝♦♠❡ ❣r♦✉♣✱ ✐♥❝♦♠❡ ❧♦ss❡s ❛r❡

❛❝❝♦♠♣❛♥✐❡❞ ❜② ✐♥❝♦♠❡ ❣❛✐♥s ♦❢ t❤❡ s♣♦✉s❡✖❝❛♣t✉r❡❞ ❜② ❛ ♥❡❣❛t✐✈❡ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ♦❢ s♣♦✉s❡ ✷ ✬s

✐♥❝♦♠❡ ✇✐t❤s♣♦✉s❡ ✶ ✬s ✐♥❝♦♠❡✳ ❚❤✐s ✐♠♣❧✐❡s ❛ s♦rt ♦❢ ✭❛❝t✐✈❡ ♦r ♣❛ss✐✈❡✮ ✐♥s✉r❛♥❝❡✳ ❲❤❡♥

❢♦r t❤✐s s❛♠❡ ❧♦✇ ✐♥❝♦♠❡ ❣r♦✉♣✱ ✇❡ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧❧② ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ♦♥ ❜❡✐♥❣ ✐♥ t❤❡ ✬s❛♠❡ ♦❝❝✉♣❛t✐♦♥✬

♦r ✐♥ t❤❡ ✬s❛♠❡ s❡❝t♦r✬✱ t❤❡ ✭♥❡❣❛t✐✈❡✮ ❡❧❛st✐❝✐t② ✐s ♠✉❝❤ s♠❛❧❧❡r✱ ❛♥❞ ❢♦r ❧❛r❣❡r ✐♥❝♦♠❡ ❧♦ss❡s

t❤❡ s✐❣♥ ✢✐♣s✿ ❛ ♣♦ss✐❜❧❡ ✐♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥ ✐s t❤❛t t❤❡ ✐♥s✉r❛♥❝❡ ♣r❡s❡♥t ❢♦r ♦t❤❡r ❝♦✉♣❧❡s ✐s

❝♦✉♥t❡r❛❝t❡❞ ✭❛♥❞ ❞♦♠✐♥❛t❡❞ ❢♦r ❧❛r❣❡ ❧♦ss❡s✮ ❜② ❝♦rr❡❧❛t❡❞ r✐s❦ ❞✉❡ t♦ s❤❛r✐♥❣ ❧❛❜♦r ♠❛r❦❡t

❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝s✳

✶✶



❋✐❣✉r❡ ✻✿ ◆♦♥❧✐♥❡❛r ❈♦♠♦✈❡♠❡♥t ♦❢ ❊❛r♥✐♥❣s ❈❤❛♥❣❡s✖❇② ❙♦rt✐♥❣ ●r♦✉♣s ❛♥❞ ❜② ❲❡❛❧t❤

✭❛✮ ◆❡❣❛t✐✈❡ ❲❡❛❧t❤ ✭❜✮ P♦s✐t✐✈❡ ❲❡❛❧t❤ ❁ ▼❡❞✐❛♥

✭❝✮ P♦s✐t✐✈❡ ❲❡❛❧t❤ ❃ ▼❡❞✐❛♥

◆♦t❡s✿ ❙❤♦✇s t❤❡ ❡st✐♠❛t❡❞ ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ s♣♦✉s❛❧ ❡❛r♥✐♥❣s ❝❤❛♥❣❡s ❢♦r ❞✐✛❡r❡♥t s♦rt✐♥❣

✈❛r✐❛❜❧❡s✱ ❛♥❞ ✇✐t❤✐♥ ❡❛❝❤ ♣❛♥❡❧ ❢♦r ❞✐✛❡r❡♥t ✇❡❛❧t❤ ❣r♦✉♣s✳

❚❤✐r❞✱ ❋✐❣✉r❡ ✻ s❤♦✇s t❤❡ ❡st✐♠❛t❡❞ ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ s♣♦✉s❛❧ ❝❤❛♥❣❡s ❢♦r

❞✐✛❡r❡♥t ✇❡❛❧t❤ ❣r♦✉♣s❀ ❛♥❞ ✇✐t❤✐♥ ❡❛❝❤ ✇❡❛❧t❤ ❣r♦✉♣ ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ ♦♥ ❞✐✛❡r❡♥t s♦rt✐♥❣ ❣r♦✉♣s✳

❚❤❡ ♣❛tt❡r♥s ❛r❡ ✭q✉❛❧✐t❛t✐✈❧② ❛♥❞ q✉❛♥t✐t❛t✐✈❡❧②✮ ❝❧♦s❡ t♦ t❤♦s❡ ♦❜s❡r✈❡❞ ❢♦r ✐♥❝♦♠❡ ❣r♦✉♣s✳

■♥s♣❡❝t✐♥❣ t❤❡ ❉✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ ❙♣♦✉s❛❧ ■♥❝♦♠❡ ❈❤❛♥❣❡s✳ ❙♦ ❢❛r✱ ✇❡ ❤❛✈❡ s❤♦✇♥ t❤❡r❡

✐s ❛ s✐❣♥✐✜❝❛♥t❧② str♦♥❣❡r ❡❛r♥✐♥❣s ❝♦♠♦✈❡♠❡♥t ✇✐t❤✐♥ t❤♦s❡ ❤♦✉s❡❤♦❧❞s ✇❤♦s❡ ♠❡♠❜❡rs ❛r❡

s♦rt❡❞ ❛❧♦♥❣ t❤❡ s❡❝t♦r ❛♥❞ ♦❝❝✉♣❛t✐♦♥ ♠❛r❣✐♥s✳ ❲❡ ♥❡①t ✐♥s♣❡❝t t❤❡s❡ r❡s✉❧ts ❝❧♦s❡r ❛♥❞

❡♥r✐❝❤ t❤❡ ❡♠♣✐r✐❝❛❧ ❛♥❛❧②s✐s ❛❧♦♥❣ t✇♦ ❞✐♠❡♥s✐♦♥s✿ ✜rst✱ ✇❡ ❞❡✈✐❛t❡ ❢r♦♠ ♦✉r ❧♦❣✲❝❤❛♥❣❡

s♣❡❝✐✜❝❛t✐♦♥ ❛♥❞ ✐♥❝❧✉❞❡ ❡①t❡♥s✐✈❡ ♠❛r❣✐♥ ❝❤❛♥❣❡s ♦❢ ❜♦t❤ s♣♦✉s❡s✱ ❛♥❞ s❡❝♦♥❞✱ ✇❡ ♠♦✈❡

❜❡②♦♥❞ t❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ ♠❡❛♥ ❝❤❛♥❣❡ ♦❢ s♣♦✉s❡ ✷ ❛♥❞ ❡st✐♠❛t❡ t❤❡ ❢✉❧❧ ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥

❢♦r ❛ ❣✐✈❡♥ ❜✐♥ ♦❢ s♣♦✉s❡ ✶ ❡❛r♥✐♥❣s ❝❤❛❣❡✳

✶✷



❲❡ ✐♥❝❧✉❞❡ t❤❡ ❡①t❡♥s✐✈❡ ♠❛r❣✐♥ ❜② r❡♣❧❛❝✐♥❣ ❧♦❣ ❝❤❛♥❣❡s ✇✐t❤ ❛r❝ ♣❡r❝❡♥t ❝❤❛♥❣❡s✱ ✐✳❡✳✱

❢♦r s♣♦✉s❡ i ∈ {1, 2}✱ ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r ∆arcyit =
Y i

t+1
−Y i

t

(Y i

t+1
+Y i

t )/2
✳ ◆♦t❡ t❤❛t ❛♥ ❡①t❡♥s✐✈❡ ♠❛r❣✐♥

❝❤❛♥❣❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ ∆arcyit ∈ {−2, 2}✿ ♠♦✈✐♥❣ ❢r♦♠ ③❡r♦ ✐♥❝♦♠❡ t♦ ♣♦s✐t✐✈❡ ✐♥❝♦♠❡ ❣✐✈❡s

∆arcyit =
Y i

t+1
−0

(Y i

t+1
+0)/2

= 2✱ ✇❤✐❧❡ ♠♦✈✐♥❣ ❢r♦♠ ♣♦s✐t✐✈❡ ✐♥❝♦♠❡ t♦ ③❡r♦ ❣✐✈❡s ∆arcyit = −2✳

❋✐❣✉r❡s ✼ ❛♥❞ ✽ ♣❧♦t t❤❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ♦❢ s♣♦✉s❡ 2 ✬s ✐♥❝♦♠❡ ❝❤❛♥❣❡s✱ ❜② s✐③❡ ♦❢ t❤❡ ❝❤❛♥❣❡ ♦❢

s♣♦✉s❡ 1 ✬s ✐♥❝♦♠❡✱ ✐♥ ✻ ❣r♦✉♣s✳ ●r♦✉♣s ✶ ❛♥❞ ❛♥❞ ✻ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ t♦ s♣♦✉s❡s 1 t❤❛t ❧♦st ❛❧❧

t❤❡✐r ❡❛r♥✐♥❣s ❛♥❞ t❤♦s❡ t❤❛t ✇❡♥t ❢r♦♠ ③❡r♦ t♦ ♣♦s✐t✐✈❡✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ ❚❤❡ r❡♠❛✐♥✐♥❣ ❢♦✉r

❣r♦✉♣s ❛r❡ ✐♥t❡♥s✐✈❡ ♠❛r❣✐♥ ❝❤❛♥❣❡s ❢♦r♠❡❞ ✉s✐♥❣ q✉❛rt✐❧❡s ♦❢ t❤❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧

❛r❝✲✐♥❝♦♠❡ ❝❤❛♥❣❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ ♦♥ ❜❡✐♥❣ ♦♥ t❤❡ ✐♥t❡♥s✐✈❡ ♠❛r❣✐♥✳ ❚❤❡ ✈❛❧✉❡s s❤♦✇♥ ✐♥ t❤❡

✜❣✉r❡ ❢♦r t❤❡ s♣♦✉s❡ ✶ ❝❤❛♥❣❡ ✭❙✶✮ ❛r❡ t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡s ✇✐t❤✐♥ t❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣ ❢♦✉r ❜✐♥s✳ ❆s t❤❡

♠❡❞✐❛♥ ✐♥t❡♥s✐✈❡✲♠❛r❣✐♥ ❝❤❛♥❣❡ ✐s ❛❧♠♦st ❡①❛❝t❧② ❛t ③❡r♦✱ ❣r♦✉♣s ✷ ❛♥❞ ✸ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ t♦

s♣♦✉s❡ ✶ ✇✐t❤ ♥❡❣❛t✐✈❡ ❝❤❛♥❣❡s✱ ❛♥❞ ❣r♦✉♣s ✹ ❛♥❞ ✺ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ t♦ t❤♦s❡ t❤❛t ❡①♣❡r✐❡♥❝❡❞

♣♦s✐t✐✈❡ ❝❤❛♥❣❡s✳

❋✐❣✉r❡ ✼✿ ❙♦rt✐♥❣ ❜② ❙❡❝t♦r

◆♦t❡s✿ ❉✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ s♣♦✉s❡ ✷ ✬s ❡❛r♥✐♥❣s ❝❤❛♥❣❡s✱ ❜② s✐③❡ ♦❢ s♣♦✉s❡ ✶ ✬s ❡❛r♥✐♥❣s ❝❤❛♥❣❡✳ ❊❛r♥✐♥❣ ❝❤❛♥❣❡s

♦❢ s♣♦✉s❡ ✶ ❛r❡ ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ✉s✐♥❣ ❛r❝ ❝❤❛♥❣❡s✿ ∆arcy1t =
Y 1

t+1−Y 1

t

(Y 1

t+1
+Y 1

t )/2
✱ ❛♥❞ s②♠♠❡tr✐❝❛❧❧② ❢♦r s♣♦✉s❡ ✷✳

✶✸



❊❛❝❤ ♦❢ t❤❡ s✐① ♣❛♥❡❧s t❤❡♥ ❞✐s♣❧❛②s t❤❡ s♣♦✉s❡ ✷ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ ♦♥ s♣♦✉s❡ ✶

❜❡✐♥❣ ✐♥ ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ s✐① ❣r♦✉♣s✱ ❛♥❞ ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ ♦♥ t❤❡ s♣♦✉s❡s ❜❡✐♥❣ ✬s♦rt❡❞✬ ✭s❤♦✇♥ ✐♥

r❡❞✮ ♦r ✬♥♦t s♦rt❡❞✬ ✭❣r❛②✮✳ ■♥ ❋✐❣✉r❡ ✼✱ ✬s♦rt❡❞✬ r❡❢❡rs t♦ ❜❡✐♥❣ ✐♥ t❤❡ s❛♠❡ s❡❝t♦r✱ ✇❤✐❧❡

✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✽ ✬s♦rt❡❞✬ r❡❢❡rs t♦ ❜❡✐♥❣ ✐♥ t❤❡ s❛♠❡ ♦❝❝✉♣❛t✐♦♥✳ ❚❤❡ ♣❛tt❡r♥s ✉♥❞❡rs❝♦r❡ t❤❡

❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ ✬s♦rt❡❞✬ ❛♥❞ ✬♥♦t s♦rt❡❞✬ ❝♦✉♣❧❡s✱ ♣❛rt✐❝✉❧❛r❧② ❢♦r t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ♥❡❣❛t✐✈❡ ❛♥❞

♣♦s✐t✐✈❡ ❝❤❛♥❣❡s ♦♥ t❤❡ ❡①t❡♥s✐✈❡ ♠❛r❣✐♥✿ ❛♠♦♥❣ s♦rt❡❞ ❝♦✉♣❧❡s✱ t❤❡ ❢r❛❝t✐♦♥ ✇❤❡r❡ ❜♦t❤

s♣♦✉s❡s ♠♦✈❡ t♦ ③❡r♦ ✐♥❝♦♠❡ ✐s s✉❜st❛♥t✐❛❧❧② ❤✐❣❤❡r ✇✐t❤ ❛❜♦✉t ✷✷✪ ❢♦r t❤♦s❡ ✐♥ t❤❡ s❛♠❡

s❡❝t♦r✱ ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ ✶✺✪ ❢♦r t❤♦s❡ ♥♦t ✐♥ t❤❡ s❛♠❡ s❡❝t♦r✳ ❚❤✐s ✐s ❝♦♥s✐st❡♥t ✇✐t❤ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧

✉♥❡♠♣❧♦②♠❡♥t r✐s❦ ❜❡✐♥❣ ❧✐♥❦❡❞ t♦ t❤❡ s❡❝t♦r ♦❢ ❡♠♣❧♦②♠❡♥t✳ ❖♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❡♥❞ ♦❢ t❤❡

s♣❡❝tr✉♠✱ t❛❦✐♥❣ ✉♣ ♦❢ ❡♠♣❧♦②♠❡♥t ✭∆arcy1t = 2✮ ✐s ❛❝❝♦♠♣❛♥✐❡❞ ❜② ❛❜♦✉t ✶✶✪ ♦❢ s♣♦✉s❡s

✐❢ ✐♥ t❤❡ s❛♠❡ s❡❝t♦r✱ ❛♥❞ ♦♥❧② ❜② ❛❜♦✉t ✷✪ ✐❢ ♥♦t ✐♥ t❤❡ s❛♠❡ s❡❝t♦r✳ ❋♦r ❝♦✉♣❧❡s ✐♥ t❤❡

s❛♠❡ ♦❝❝✉♣❛t✐♦♥ ✭✈❡rs✉s ♥♦t✮ t❤❡ ♣❛tt❡r♥s ❛r❡ s✐♠✐❧❛r ❢♦r ❡①✐t ✭∆arcy1t = −2✮ ❛♥❞ ❡✈❡♥ ♠♦r❡

♣r♦♥♦✉♥❝❡❞ ❢♦r ❡♥tr❛♥❝❡ ✭∆arcy1t = 2✮✿ ♦❢ t❤♦s❡ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧s ✐♥ t❤❡ s❛♠❡ ♦❝❝✉♣❛t✐♦♥ ✇❤♦s❡

s♣♦✉s❡ ❣♦t ❛ ♣♦s✐t✐✈❡ ✐♥❝♦♠❡ ❝❤❛♥❣❡ ❢r♦♠ ③❡r♦✱ ❛❧♠♦st ✸✵ ♣❡r❝❡♥t ❛❧s♦ ❡①♣❡r✐❡♥❝❡❞ ❛ ♣♦s✐t✐✈❡

✐♥❝♦♠❡ ❝❤❛♥❣❡ ❢r♦♠ ③❡r♦✳ ❚❤✐s ✐s ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ ❛❜♦✉t ✺ ♣❡r❝❡♥t ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ t❤♦s❡ ♥♦t ✐♥

t❤❡ s❛♠❡ ♦❝❝✉♣❛t✐♦♥✳
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❋✐❣✉r❡ ✽✿ ❙♦rt✐♥❣ ❜② ❖❝❝✉♣❛t✐♦♥

◆♦t❡s✿ ❉✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ s♣♦✉s❡ ✷ ✬s ❡❛r♥✐♥❣s ❝❤❛♥❣❡s✱ ❜② s✐③❡ ♦❢ s♣♦✉s❡ ✶ ✬s ❡❛r♥✐♥❣s ❝❤❛♥❣❡✳ ❊❛r♥✐♥❣ ❝❤❛♥❣❡s

♦❢ s♣♦✉s❡ ✶ ❛r❡ ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ✉s✐♥❣ ❛r❝ ❝❤❛♥❣❡s✿ ∆arcy1t =
Y 1

t+1−Y 1

t

(Y 1

t+1
+Y 1

t )/2
✱ ❛♥❞ s②♠♠❡tr✐❝❛❧❧② ❢♦r s♣♦✉s❡ ✷✳

✸✳✷ ❋r♦♠ ■♥❞✐✈✐❞✉❛❧ t♦ ❍♦✉s❡❤♦❧❞ ■♥❝♦♠❡ t♦ ❈♦♥s✉♠♣t✐♦♥

❚❤✐s s❡❝t✐♦♥ ❣♦❡s ❜❡②♦♥❞ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ♠❡❛s✉r❡s ♦❢ ❡❛r♥✐♥❣s ❝❤❛♥❣❡s✳ ❆t ❞♦✐♥❣ s♦✱ ❜♦t❤ ❛❝t✐✈❡

❛♥❞ ♣❛ss✐✈❡ ✭✐♥❝♦♠❡ ♣♦♦❧✐♥❣✮ s♣♦✉s❛❧ ✐♥s✉r❛♥❝❡ ✇✐❧❧ ♣❧❛② ❛ r♦❧❡✳ ❆ ❣✐✈❡♥ ❡❧❛st✐❝✐t② ♦❢ s♣♦✉s❛❧

❡❛r♥✐♥❣s ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ ❤❡❛❞ ❝❤❛♥❣❡s ✇✐❧❧ tr❛♥s❧❛t❡ ♠♦r❡ ♦r ❧❡ss ✐♥t♦ ❤♦✉s❡❤♦❧❞ ❡❛r♥✐♥❣s ❡❧❛s✲

t✐❝✐t②✱ ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ t❤❡ ❢r❛❝t✐♦♥s ♦❢ ✐♥❝♦♠❡ ❛❝❝♦✉♥t❡❞ ❢♦r ❜② ❤❡❛❞ ❛♥❞ s♣♦✉s❡✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳

❚❤✉s✱ ✇❡ ♥❡①t ♠♦✈❡ t♦ ❞✐r❡❝t❧② ❡st✐♠❛t✐♥❣ t❤❡ ❡❧❛st✐❝✐t② ♦❢ ❤♦✉s❡❤♦❧❞ ❡❛r♥✐♥❣s ❝❤❛♥❣❡s ✇✐t❤

r❡s♣❡❝t t♦ ✐♥❞✐✈✐❞❛❧ ❡❛r♥✐♥❣s ❝❤❛♥❣❡s✳ ❚♦ t❤✐s ❡♥❞ ✇❡ r❡♣❧❛❝❡ ❧♦❣ ✐♥❝♦♠❡ ❝❤❛♥❣❡ ♦❢ s♣♦✉s❡

✷ ❛s ❞❡♣❡♥❞❡♥t ✈❛r✐❛❜❧❡ ✇✐t❤ ❧♦❣ ❤♦✉s❡❤♦❧❞ ✐♥❝♦♠❡ ❝❤❛♥❣❡ ✐♥ ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✶✮✳ ●✐✈❡♥ t❤❡ ❡s✲

t✐♠❛t❡s✱ ✇❡ t❤❡♥ ❝♦♥str✉❝t t❤❡ ✐♠♣❧✐❡❞ ❡❧❛st✐❝✐t② ♦❢ ❤♦✉s❡❤♦❧❞ ❡❛r♥✐♥❣s ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡

♠❛✐♥ ❡❛r♥❡r✬s ✐♥❝♦♠❡✳

P❛ss✲❚❤r♦✉❣❤ t♦ ❍♦✉s❡❤♦❧❞ ■♥❝♦♠❡✳ P❛♥❡❧ ✭❛✮ ♦❢ ❋✐❣✉r❡ ✾ s❤♦✇s t❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣ ❡❧❛st✐❝✲

✐t②✳ ❆s ❛ r❡❢❡r❡♥❝❡ ♣♦✐♥t✱ ❝♦♥s✐❞❡r ❛ ❝♦✉♣❧❡ ✇❤❡r❡ s♣♦✉s❡ ✷ ❤❛s st❛❜❧❡ ✐♥❝♦♠❡✿ ✐♥ t❤✐s ❝❛s❡✱
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t❤❡ ❡❧❛st✐❝✐t② ♦❢ ❤♦✉s❡❤♦❧❞ ✐♥❝♦♠❡ t♦ s♣♦✉s❡ ✶ ✐♥❝♦♠❡ ✇♦✉❧❞ ❝♦✐♥❝✐❞❡ ✇✐t❤ t❤❡ ✐♥❝♦♠❡ s❤❛r❡

♦❢ s♣♦✉s❡ ✶✳ ❋✉❧❧ s♠♦♦t❤✐♥❣ ✭❛ ♣♦s✐t✐✈❡ ❝❤❛♥❣❡ ♦❢ ♦♥❡ s♣♦✉s❡ ♠❛❞❡ ✉♣ ❢♦r ❜② ❛ ♥❡❣❛t✐✈❡

❝❤❛♥❣❡ ♦❢ t❤❡ ♦t❤❡r s♣♦✉s❡✮ ✇♦✉❧❞ ✐♠♣❧② t❤❛t ❤♦✉s❡❤♦❧❞ ❡❛r♥✐♥❣s ❝❤❛♥❣❡s ✇❡r❡ ✐♥✈❛r✐❛♥t

t♦ t❤❡ ❝❤❛♥❣❡s ✐♥ ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ s♣♦✉s❡s✳ ◆♦♥✲s✉r♣r✐s✐♥❣❧②✱ t❤✐s ✐s ♥♦t ❜♦r♥❡ ♦✉t ✐♥ t❤❡ ❞❛t❛✳

■♥st❡❛❞✱ s♠❛❧❧ ♠❛✐♥ ❡❛r♥❡r✬s ❝❤❛♥❣❡s tr❛♥s❧❛t❡ ✐♥t♦ ❤♦✉s❡❤♦❧❞ ❛❞❥✉st♠❡♥ts t❤❛t r♦✉❣❤❧② ❝♦r✲

r❡s♣♦♥❞ t♦ t❤❡ ✐♥❝♦♠❡ s❤❛r❡ ♦❢ ♠❛✐♥ ❡❛r♥❡rs ♦♥ ❛✈❡r❛❣❡✳ ❋♦r ❧❛r❣❡r ❡❛r♥✐♥❣s✱ ✇❡ s❡❡ str♦♥❣❡r

tr❛♥s❧❛t✐♦♥✳ ■♥ t❤❡ s❛♠❡ ❢❛s❤✐♦♥ ❛s ❜❡❢♦r❡✱ ♣❛♥❡❧s ✭❜✮✕✭❞✮ s❤♦✇ t✲st❛t✐st✐❝s ♦❢ t❤❡ ✉♥❞❡r❧②✐♥❣

βk✱ ❝♦♠♣❛r✐♥❣ ✬s♦rt❡❞✬ t♦ ✬♥♦♥✲s♦rt❡❞✬ ❜② ❡❞✉❝❛t✐♦♥✱ s❡❝t♦r✱ ♦r ♦❝❝✉♣❛t✐♦♥ s❡♣❛r❛t❡❧②✳ ❚❤❡

♠❛✐♥ t❛❦❡✲❛✇❛② ✐s t❤❛t t❤❡ ❥♦✐♥t ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝ ♦❢ ✇♦r❦✐♥❣ ✐♥ t❤❡ s❛♠❡ s❡❝t♦r ♦r ♦❝❝✉♣❛t✐♦♥

♠❛tt❡rs s✐❣♥✐✜❝❛♥t❧②✳ ❲❡ ✜♥❞ t❤❛t✱ ✭✐✮ ✐♥ ❝♦✉♣❧❡s ✇❤❡r❡ ❜♦t❤ ♣❛rt♥❡rs ✇♦r❦ ✐♥ t❤❡ s❛♠❡

s❡❝t♦r✱ ✐♥❝♦♠❡ ❧♦ss❡s ❛♥❞ ✐♥❝♦♠❡ ❣❛✐♥s ♦❢ t❤❡ ♠❛✐♥ ❡❛r♥❡r ♠♦✈❡ t❤❡ ❤♦✉s❡❤♦❧❞ ✐♥❝♦♠❡ ✐♥ t❤❡

s❛♠❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥✱ ❛♥❞ ♠♦r❡ ♣r♦♥♦✉♥❝❡❞ t❤❛♥ ❢♦r t❤♦s❡ ❝♦✉♣❧❡s ✇❤❡r❡ s♣♦✉s❡s ✇♦r❦ ✐♥ ❞✐✛❡r❡♥t

s❡❝t♦rs✳ ✭✐✐✮ ✇❤❡♥ ✇♦r❦✐♥❣ ✐♥ t❤❡ s❛♠❡ ♦❝❝✉♣❛t✐♦♥✱ t❤✐s ❝♦♥t✐♥✉❡s t♦ ❤♦❧❞ ❢♦r ✐♥❝♦♠❡ ❧♦ss❡s✳

P❛ss✲❚❤r♦✉❣❤ t♦ ❈♦♥s✉♠♣t✐♦♥✳ ❲❡ ♥♦✇ ❢♦❧❧♦✇ ❉❡ ●✐♦r❣✐ ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✷✵✮✱ ❛♥❞ ❜❛❝❦ ♦✉t

❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥ ❢r♦♠ ❞❡t❛✐❧❡❞ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦♥ ❜♦t❤ ✐♥❝♦♠❡ ❛♥❞ s❛✈✐♥❣s ✉s✐♥❣ t❤❡ ❜✉❞❣❡t ❝♦♥✲

str❛✐♥t✳ ■♥ t❤❡ ❞❛t❛ s❡t ✇❡ ♦❜s❡r✈❡ ❛ r✐❝❤ s❡t ♦❢ ❛ss❡t ♣♦s✐t✐♦♥s ❤❡❧❞ ❜② t❤❡ ❤♦✉s❡❤♦❧❞✿ ❝❛s❤✱

❞❡♣♦s✐ts✱ st♦❝❦s ❛♥❞ s❤❛r❡s✱ ♣r♦♣❡rt②✱ ❛♥❞ ❝❛rs✱ ❛s ✇❡❧❧ ❛s ❧✐❛❜✐❧✐t✐❡s✳ ❍❡♥❝❡✱ ✇❤✐❧❡ t❤❡r❡ ✐s ♥♦

❞✐r❡❝t ♠❡❛s✉r❡ ♦❢ ❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥✱ ✇❡ ❝❛♥ r❡❝♦✈❡r ❛ r❡❧✐❛❜❧❡ ❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥ ♠❡❛s✉r❡ ❛t t❤❡ ❤♦✉s❡✲

❤♦❧❞ ❧❡✈❡❧✳ ❉❡ ●✐♦r❣✐ ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✷✵✮ ❞♦❝✉♠❡♥t t❤❛t t❤❡ ✐♠♣✉t❡❞ ❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥ ✐s ❝♦♠♣❛r❛❜❧❡

t♦ ❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥ ♠❡❛s✉r❡s ✐♥ ❡①♣❡♥❞✐t✉r❡s s✉r✈❡②s ✐♥ ❉❡♥♠❛r❦✳ ■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ ✇❡ ❝♦♥str✉❝t✿

Cit = Yit − Tit −∆Ait, ✭✷✮

✇❤❡r❡ Y ✐s ❧❛❜♦r ❛♥❞ ❝❛♣✐t❛❧ ✐♥❝♦♠❡✱ ✐♥❝❧✉❞✐♥❣ t❤❡ ✐♠♣✉t❡❞ ❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥ ✈❛❧✉❡ ♦❢ ❤♦✉s✐♥❣✱ Tit

✐s t❛① ♣❛②♠❡♥ts ♠✐♥✉s tr❛♥s❢❡r r❡❝❡✐♣ts✱ ❛♥❞ ∆A ❞❡♥♦t❡s t❤❡ ❝❤❛♥❣❡ ✐♥ t❤❡ ❛ss❡t ✈❛❧✉❡✱ ✇❤❡r❡

❛ss❡ts ✐♥❝❧✉❞❡ ❝❛s❤✱ ❞❡♣♦s✐ts✱ st♦❝❦s✱ s❤❛r❡s✱ ♣r♦♣❡rt②✱ ❛♥❞ ❝❛rs✱ ♥❡t ♦❢ ❧✐❛❜✐❧✐t✐❡s✳ ❬❚❇❈❪

✶✻



❋✐❣✉r❡ ✾✿ ■♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ■♥❝♦♠❡ P❛ss✲❚❤r♦✉❣❤ t♦ ❍♦✉s❡❤♦❧❞ ■♥❝♦♠❡

✭❛✮ ❍♦✉s❡❤♦❧❞ ■♥❝♦♠❡ ❊❧❛st✐❝✐t② ✭❜✮ ❙♦rt❡❞ ✈s✳ ◆♦♥✲❙♦rt❡❞✿ ❊❞✉❝❛t✐♦♥

✭❝✮ ❙♦rt❡❞ ✈s✳ ◆♦♥✲❙♦rt❡❞✿ ❙❡❝t♦r ✭❞✮ ❙♦rt❡❞ ✈s✳ ◆♦♥✲❙♦rt❡❞✿ ❖❝❝✉♣❛t✐♦♥

◆♦t❡s✿ P❛♥❡❧ ✭❛✮ s❤♦✇s t❤❡ ❡❧❛st✐❝✐t② ♦❢ ❤♦✉s❡❤♦❧❞ ✐♥❝♦♠❡ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ✐♥❝♦♠❡ ❝❤❛♥❣❡s✳ P❛♥❡❧s

✭❜✮✕✭❞✮ s❤♦✇ t✲st❛t✐st✐❝s ❢♦r ❞✐✛❡r❡♥t s♦rt✐♥❣ ❣r♦✉♣s✱ ✇❤❡r❡ ♥❡❣❛t✐✈❡ ✈❛❧✉❡s ✐♥❞✐❝❛t❡ str♦♥❣❡r ❝♦♠♦✈❡♠❡♥t

✇✐t❤✐♥ ✬s♦rt❡❞✬ ❝♦✉♣❧❡s✳

✹ ❉②♥❛♠✐❝s ♦❢ ❈♦♠♦✈❡♠❡♥t

❙♦ ❢❛r✱ ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ♦♥❡✲②❡❛r ✐♥❝♦♠❡ ❝❤❛♥❣❡s ❛♥❞ ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡❞ t❤❡ r♦❧❡ ♦❢ s♦rt✐♥❣ ❢♦r t❤❡

♦❜s❡r✈❡❞ ❥♦✐♥t ♦✉t❝♦♠❡s ❛t t❤❡ ❝♦✉♣❧❡ ❧❡✈❡❧✳ ❲❡ ♥♦✇ t❛❦❡ t♦ ❛ ♠♦r❡ ❞②♥❛♠✐❝ ♣❡rs♣❡❝t✐✈❡✱ ❛♥❞

❡①♣❧♦r❡ s②st❡♠❛t✐❝ ❞✐✛❡r❡♥❝❡s ❜② s♦rt✐♥❣ ❣r♦✉♣s ✐♥ t❤❡ s♣♦✉s❛❧ ✐♥❝♦♠❡ tr❛❥❡❝t♦r✐❡s ❛r♦✉♥❞ ❜✐❣

✐♥❝♦♠❡ ❝❤❛♥❣❡s ♦❢ t❤❡ ♠❛✐♥ ❡❛r♥❡r✳ Pr❡❝✐s❡❧②✱ ✇❡ ❡st✐♠❛t❡ ❡✈❡♥t✲st✉❞② r❡❣r❡ss✐♦♥s ♦❢ s♣♦✉s❡

✷✬s ✐♥❝♦♠❡✱ ✇❤❡r❡ t❤❡ ❡✈❡♥t ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❛s t❤❡ ♠❛✐♥ ❡❛r♥❡r✱ s♣♦✉s❡ ✶✱ ❡①♣❡r✐❡♥❝✐♥❣ ❛♥ ✐♥❝♦♠❡

❝❤❛♥❣❡ ♦❢ ∆y1t = ∆j ❢♦r ❛ r❛♥❣❡ ♦❢ ∆j✳ ❋♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ ✇❡ ✇✐❧❧ ❡st✐♠❛t❡ ❤♦✇✱ ♦♥ ❛✈❡r❛❣❡✱ s♣♦✉s❡

✷✬s ❡❛r♥✐♥❣s ❡✈♦❧✈❡ ♦✈❡r ❛ ✺✲②❡❛r ✇✐♥❞♦✇ ❛r♦✉♥❞ ❛ 20% ❞r♦♣ ♦❢ s♣♦✉s❡ ✶✬s ✐♥❝♦♠❡✳ ❬❚❇❆❪

✶✼



✺ ❆♥ ■♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ■♥❝♦♠❡ Pr♦❝❡ss ❢♦r ❈♦✉♣❧❡s

❲❡ ♥♦✇ s❡t t❤❡ ❣r♦✉♥❞s ❢♦r ❛ q✉❛♥t✐t❛t✐✈❡ ❛♥❛❧②s✐s ❛♥❞ ❝♦♥s✐❞❡r ❛ st♦❝❤❛st✐❝ ✭❥♦✐♥t✮ ✐♥❝♦♠❡

♣r♦❝❡ss t❤❛t ❞❡❝♦♠♣♦s❡s ❡❛r♥✐♥❣s ❝❤❛♥❣❡s ✐♥t♦ ♣❡r♠❛♥❡♥t ❛♥❞ tr❛♥s✐t♦r② ❝♦♠♣♦♥❡♥ts✱ ❛♥❞

t❤✉s ❛❧❧♦✇s ✉s t♦ ❛ss❡ss ✇❤❡t❤❡r t❤❡ s②st❡♠❛t✐❝ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ♦❢ ✇✐t❤✐♥✲❝♦✉♣❧❡ ❝♦♠♦✈❡♠❡♥t ❛❝r♦ss

❞✐✛❡r❡♥t ❣r♦✉♣s ✭✬s♦rt❡❞✬ ✈❡rs✉s ✬♥♦♥✲s♦rt❡❞✬✮ s❤♦✇s ✉♣ ✐♥ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ tr❛♥s✐t♦r② ♦r

♣❡r♠❛♥❡♥t ♣❛rts✳ ■♥ t❤✐s ❝♦♥t❡①t✱ t❤❡ ♣❡r♠❛♥❡♥t✲tr❛♥s✐t♦r② ❞❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ✇❡ ♣♦s❡ ❜❡❧♦✇

s❡r✈❡s ❛s ❛ ✜rst st❡♣✳

❲❤❡♥ t❛❦✐♥❣ ❛♥ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ♣❡rs♣❡❝t✐✈❡ ✐♥ t❤❡ ❝♦♥t❡①t ♦❢ ❝♦rr❡❧❛t❡❞ r✐s❦ ❛t t❤❡ ❝♦✉♣❧❡

❧❡✈❡❧✱ ✐t ✐s ✐♠♣♦rt❛♥t t♦ t❛❦❡ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t t❤❛t ❝♦✉♣❧❡s ❢♦r♠ ❛♥❞ s♣❧✐t ♦✈❡r t✐♠❡✿ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧

tr❛❥❡❝t♦r✐❡s t②♣✐❝❛❧❧② ✐♥❝❧✉❞❡ s✐♥❣❧❡ s♣❡❧❧s ❛♥❞ s❡✈❡r❛❧ ♣❛rt♥❡rs❤✐♣s ✇✐t❤ ♦t❤❡r ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧s✳ ■♥

♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ ✐♥ ♦✉r s❛♠♣❧❡✱ ❧❡ss t❤❛♥ ❤❛❧❢ ♦❢ t❤❡ ❛❞✉❧ts ❤❛✈❡ ♦♥❧② ♦♥❡ ♣❛rt♥❡r ❞✉r✐♥❣ t❤❡ t✐♠❡

t❤❡② ❛r❡ ♦❜s❡r✈❡❞✳ ❲✐t❤ t❤❡ ❣♦❛❧ t♦ tr❛❝❦ ❝♦♠♣❧❡t❡ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ❧✐❢❡✲❝②❝❧❡ ❞②♥❛♠✐❝s ✐♥ ♠✐♥❞✱

✇❡ ❞♦ ♥♦t ✐♠♣♦s❡ ❛♥② s❛♠♣❧❡ r❡str✐❝t✐♦♥ ♦♥ t❤❡ st❛❜✐❧✐t② ♦❢ ❢❛♠✐❧✐❡s ✭❛s✱ ❡✳❣✳✱ ❇❧✉♥❞❡❧❧ ❡t ❛❧✳✱

✷✵✵✽✮✳ ■♥st❡❛❞✱ ✇❡ ❡st✐♠❛t❡ t❤❡ ✐♥❝♦♠❡ ♣r♦❝❡ss ❥♦✐♥t❧② ✇✐t❤ ❛ ♣r♦❝❡ss ♦❢ ❝♦✉♣❧❡ ❢♦r♠❛t✐♦♥

✭♠❛rr✐❛❣❡✮ ❛♥❞ ❞✐ss♦❧✉t✐♦♥ ✭❞✐✈♦r❝❡✮✳ ❲❡ ❛ss✉♠❡ t❤❛t t❤❡ ❝♦✉♣❧❡ ❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❜r❡❛❦✉♣

♣r♦❝❡ss ✐s ❡①♦❣❡♥♦✉s ❛♥❞ ♦rt❤♦❣♦♥❛❧ t♦ t❤❡ ✐♥❝♦♠❡ ♣r♦❝❡ss✳ ❚❤✐s ❛ss✉♠♣t✐♦♥ ❛❧❧♦✇s ✉s t♦

❡st✐♠❛t❡ t❤❡ ✐♥❝♦♠❡ ♣r♦❝❡ss ❜❛s❡❞ ♦♥ ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ ✭♦♥ ❝♦✉♣❧❡ st❛t✉s✮ ♠♦♠❡♥ts✳

❆s ✇❡ ❞✐s❝✉ss❡❞ ❛❜♦✈❡✱ ❛♥♦t❤❡r ✐♠♣♦rt❛♥t ❛♥❞ r❡❧❛t❡❞ ❝❤♦✐❝❡ ✐s t❤❛t ♦❢ ❛ss✐❣♥✐♥❣ t❤❡

r♦❧❡ ♦❢ ❤❡❛❞ ♦❢ ❤♦✉s❡❤♦❧❞✳ ❚r❛❞✐t✐♦♥❛❧❧②✱ t❤❡ ❤❡❛❞ ♦❢ ❤♦✉s❡❤♦❧❞ ✇❛s ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ t♦ ❜❡ t❤❡

♠❛❧❡ ♣❛rt♥❡r✱ ✉♥❧❡ss ♥♦t ♣r❡s❡♥t✳ ■♥ t❤❡ ❝♦♥t❡①t ♦❢ ❛♥❛❧②③✐♥❣ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ❞②♥❛♠✐❝s ✐♥❝❧✉❞✐♥❣

s✐♥❣❧❡ s♣❡❧❧s ❛♥❞ ❝♦✉♣❧❡ s♣❡❧❧s✱ t❤✐s ✇♦✉❧❞ ✐♠♣❧② t♦ ✐♠♣❧✐❝✐t❧② tr✉♥❝❛t❡ ✐♥❝♦♠❡ ❞②♥❛♠✐❝s ♦❢

❢❡♠❛❧❡s ♦♥❝❡ ✐♥ ❛ ❝♦✉♣❧❡✳ ❚♦ ❛✈♦✐❞ ❜r❡❛❦✐♥❣ t❤❡ ❞②♥❛♠✐❝s ♦❢ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ❡❛r♥✐♥❣s ♦❢ ❤❛❧❢ t❤❡

♣♦♣✉❧❛t✐♦♥✱ ✇❡ ❞♦ ♥♦t t❛❦❡ ❛ st❛♥❞ ♦♥ ✇❤♦ ✐s t❤❡ ❤❡❛❞ ♦❢ ❤♦✉s❡❤♦❧❞✱ ❛♥❞ ✐♥st❡❛❞ tr❛❝❦ ❛❧❧

✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧s ✐♥ ❧✐♥❡ ✇✐t❤ ♦✉r ❛♣♣r♦❛❝❤ t❛❦❡♥ ✐♥ t❤❡ ❡❧❛st✐❝✐t② ❡st✐♠❛t❡s ❛❜♦✈❡✳

❘❡❢❡r❡♥❝❡ ❙♣❡❝✐✜❝❛t✐♦♥✳ ▲❡t ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ✐♥❝♦♠❡ ❜❡ t❤❡ s✉♠ ♦❢ ❛ ❞❡t❡r♠✐♥✐st✐❝ ❛♥❞ ❛

st♦❝❤❛st✐❝ ❝♦♠♣♦♥❡♥t✿

log Yt = Xtβ
i + ỹt, ✭✸✮

✶✽



✇❤❡r❡ i ∈ {m, f} , ❞❡♥♦t❡s t❤❛t t❤❡ r❡❣r❡ss✐♦♥ ✐s s❡①✲s♣❡❝✐✜❝✳ ❆s ✐♥ t❤❡ ❝r♦ss✲s❡❝t✐♦♥❛❧ ❛♥❛❧②s✐s

❛❜♦✈❡✱ Xt ❝♦♥t❛✐♥s ♦❜s❡r✈❛❜❧❡ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝s✱ ✐♥❝❧✉❞✐♥❣ ②❡❛r ❞✉♠♠✐❡s ❛♥❞ ❛ ❝✉❜✐❝

♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ✐♥ ❛❣❡✳✷

■♠♣♦rt❛♥t❧②✱ β̂i ✐s ❡st✐♠❛t❡❞ ✉s✐♥❣ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ❞❛t❛ ✭r❡❣❛r❞❧❡ss ♦❢ ✐♥ ❛ s✐♥❣❧❡ ♦r ❝♦✉♣❧❡

s♣❡❧❧✮✳ ◆❡①t✱ ❧❡t ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ✭r❡s✐❞✉❛❧✮ ❧♦❣ ✐♥❝♦♠❡ ❜❡ ❣✐✈❡♥ ❜②✿

ỹit =zit + εit + δεit · 1{divt = 1} ✭✹✮

zit =zit−1 + ηit + δ
ηi
t · 1{divt = 1} ✭✺✮

✇❤❡r❡ t ❞❡♥♦t❡s t❤❡ ♣❡r✐♦❞✱ i ∈ {m, f} ❞❡♥♦t❡s ♠❛❧❡ ♦r ❢❡♠❛❧❡✱ {εit, η
i
t} ❛r❡ tr❛♥s✐t♦r② ❛♥❞

♣❡r♠❛♥❡♥t s❤♦❝❦s✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✱ ❛♥❞
{
δεit , δ

ηi
t

}
❛r❡ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ tr❛♥s✐t♦r② ❛♥❞ ♣❡r♠❛♥❡♥t s❤♦❝❦s

t❤❛t ❛r❡ ❞r❛✇♥ ✐❢ ❛♥ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ✐s ✐♥ ❛ ❝♦✉♣❧❡ t❤❛t s❡♣❛r❛t❡s ✐♥ ♣❡r✐♦❞ t✳ ❚❤❡ tr❛♥s✐t♦r② ❛♥❞

♣❡r♠❛♥❡♥t s❤♦❝❦s ❛r❡ ❞r❛✇♥ ❢r♦♠ s♦♠❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡❞ ❜② ✐ts ✈❛r✐❛♥❝❡✿ εit ∼

Fε(0, σ
2
ε,i) ❛♥❞ ηit ∼ Fη(0, σ

2
η,i)✳

❚❤❡ ♣r♦❝❡ss ❝❛♣t✉r❡s t✇♦ s♦✉r❝❡s ♦❢ r✐s❦ ✐♥ ❛❞❞✐t✐♦♥ t♦ t❤❡ st❛♥❞❛r❞ s♣❡❝✐✜❝❛t✐♦♥ ♦❢

✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ✐♥❝♦♠❡ ❞②♥❛♠✐❝s✳ ❋✐rst✱ ✇❤✐❧❡ ✐♥ ❛ ❝♦✉♣❧❡✱ ✐♥❝♦♠❡ r✐s❦ ✐s ❝♦rr❡❧❛t❡❞✳ ❙❡❝♦♥❞✱ t❤❡r❡

✐s t❤❡ r✐s❦ ♦❢ ❞✐✈♦r❝❡✱ ✐♥ ✇❤✐❝❤ ❝❛s❡ ❛♥ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ✐♥❝♦♠❡ s❤♦❝❦ ✐s ❞r❛✇♥ ✭❛❣❛✐♥ ❝♦rr❡❧❛t❡❞

✇✐t❤ t❤❡ s♣♦✉s❡✮✳ ■♥ ❧✐♥❡ ✇✐t❤ t❤❡ ❡✈✐❞❡♥❝❡ ❢r♦♠ ❛❜♦✈❡✱ t❤❡ ❞❡❣r❡❡ ♦❢ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ✇✐t❤✐♥

❝♦✉♣❧❡s ✐s ❛❧❧♦✇❡❞ t♦ ❞✐✛❡r ✇✐t❤ t❤❡ ❡①t❡♥t ♦❢ s✐♠✐❧❛r✐t② ✐♥ ❧❛❜♦r ♠❛r❦❡t ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝s✳ ■♥

❛❞❞✐t✐♦♥ t♦ ❛❜♦✈❡✱ ❤❡r❡✱ ✇❡ ❛r❡ ❛❜❧❡ t♦ ❞✐st✐♥❣✉✐s❤ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ r❡❧❛t✐✈❡ ✐♠♣♦rt❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡

♦❜s❡r✈❡❞ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ ♣❡r♠❛♥❡♥t ♦r tr❛♥s✐t♦r② ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ♦❢ ✐♥❝♦♠❡✳

Pr❡❝✐s❡❧②✱ t❤❡ tr❛♥s✐t♦r② ❛♥❞ ♣❡r♠❛♥❡♥t s❤♦❝❦s ♦❢ ♣❛rt♥❡rs ❛r❡ ❝♦rr❡❧❛t❡❞ ✭✉♣ t♦ ✐♥❝❧✉❞✐♥❣

t❤❡ ②❡❛r ✐♥ ✇❤✐❝❤ ❞✐✈♦r❝❡ ❤❛♣♣❡♥s✮❀ t❤❡ ❝♦✈❛r✐❛♥❝❡s ♦❢ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t s❤♦❝❦s ❞❡♣❡♥❞ ♦♥ t❤❡

✏s♦rt✐♥❣ ❣r♦✉♣✑ ♦❢ t❤❡ ❝♦✉♣❧❡✱ ✇❤✐❝❤ ❝❛♥ ✈❛r② ♦✈❡r t✐♠❡✱ ❛♥❞ ✇❤✐❝❤ ✇❡ ❞❡♥♦t❡ ❤❡r❡ ❜② st ∈ S✳

❚❤✉s✱ ✇❡ ❤❛✈❡ ❝♦✈(εm, εf ) ≡ σεε(st) ⪌ 0 ❛♥❞ ❝♦✈(ηm, ηf ) ≡ σηη(st) ⪌ 0✳ ▲✐❦❡✇✐s❡✱ t❤❡

❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ❞✐✈♦r❝❡ ✐♥❝♦♠❡ s❤♦❝❦s ✭r❡❝❡✐✈❡❞ ✉♣♦♥ ❞✐✈♦r❝❡✮ ❛r❡ ❝♦rr❡❧❛t❡❞ ✇✐t❤✐♥ t❤❡ ✭❢♦r♠❡r✮

❝♦✉♣❧❡✳ ■♠♣♦rt❛♥t❧②✱ t❤✐s ❣r♦✉♣✐♥❣ ✐s ❞♦♥❡ ❝r♦ss✲s❡❝t✐♦♥❛❧❧② ♦♥ ❛ r♦❧❧✐♥❣ ❜❛s✐s✱ ✐♥ t❤❡ s❡♥s❡

t❤❛t ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ♦❜t❛✐♥ t❤❡ ♣❡r✐♦❞ t ♠♦♠❡♥ts✱ ✇❡ ❣r♦✉♣ ❝♦✉♣❧❡s ❜❛s❡❞ ♦♥ st ⊂ x
couple
t ✳ ❲❡

t❤❡♥ ❡st✐♠❛t❡ t❤❡ ✈❛r✐❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ✐♥❝♦♠❡ ❝❤❛♥❣❡s ❢r♦♠ t t♦ t+1 ❛♥❞ t❤❡ ❝♦✲✈❛r✐❛♥❝❡ ♦❢ t❤♦s❡

✷❲❡ ❛❧s♦ ❡①♣❡r✐♠❡♥t ✇✐t❤ ❛ r✐❝❤❡r s❡t ♦❢ ✈❛r✐❛❜❧❡s✱ ✐♥❝❧✉❞✐♥❣ ❡❞✉❝❛t✐♦♥✱ s❡❝t♦r ❛♥❞ ♦❝❝✉♣❛t✐♦♥ ❞✉♠♠✐❡s✳

✶✾



✐♥❝♦♠❡ ❝❤❛♥❣❡s ✇✐t❤ t❤❡ ❝❤❛♥❣❡s ❢r♦♠ t+1 t♦ t+2✱ ❛s ✇❡❧❧ ❛s t❤❡ ❝♦✈❛r✐❛♥❝❡s ❛❝r♦ss s♣♦✉s❡s✱

✇✐t❤✐♥ ❡❛❝❤ ♦❢ t❤❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❣r♦✉♣s✳

❚❤❡ ♣r♦❝❡ss ❣✐✈❡s t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❢♦r✇❛r❞ ❧♦♦❦✐♥❣ ✐♥❝♦♠❡ ❝❤❛♥❣❡s

∆ỹit =ηit+1 + εit+1 − εit + 1{divt+1 = 1}
(
δ
ηi
t+1 + δεit+1

)
− 1{divt = 1}

(
δεit

)

∆ỹit+1 =ηit+2 + εit+2 − εit+1 + 1{divt+2 = 1}
(
δ
ηi
t+2 + δεit+2

)
− 1{divt+1 = 1}

(
δεit+1

)

✇❤✐❝❤ ✐♠♣❧② t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♠♦♠❡♥ts✿

❝♦✈(∆ỹit,∆ỹit+1|divt = divt+1 = 0) =− σ2
εi

✈❛r(∆ỹit|divt = divt+1 = 0) =σ2
ηi + 2σ2

εi

❢♦r i ∈ {m, f} ✭✻✮

❝♦✈(∆ỹit,∆ỹit+1|divt+1 = 1) =− σ2
εi − σ2

δεi

✈❛r(∆ỹit|divt+1 = 1) =σ2
ηi + σ2

δηi + 2σ2
εi + σ2

δεi

❢♦r i ∈ {m, f}. ✭✼✮

❚❤✐s ❣✐✈❡s t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❝♦✲♠♦♠❡♥ts✿

❝♦✈(∆ỹmt ,∆ỹ
f
t |divt = divt+1 = 0; st = s; st+1 = s′) =σηη(s

′) + σεε(s) + σεε(s
′)

❝♦✈(∆ỹmt ,∆ỹ
f
t+1|divt = divt+1 = 0; st = s; st+1 = s′) =− σεε(s

′)

❝♦✈(∆ỹmt+1,∆ỹ
f
t |divt = divt+1 = 0; st = s; st+1 = s′) =− σεε(s

′)

✭✽✮

❝♦✈(∆ỹmt ,∆ỹ
f
t |divt+1 = 1; st = s; st+1 = s′) =σηη(s

′) + σεε(s) + σεε(s
′) + σδδη + σδδε ✭✾✮

●✐✈❡♥ t❤❡ ❛❜♦✈❡ ❛♥❛❧②t✐❝❛❧ ♠♦♠❡♥ts✱ ❛♥❞ ❣✐✈❡♥ t✐♠❡ s❡r✐❡s ♦❢ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❡♠♣✐r✐❝❛❧ ♠♦✲

♠❡♥ts✱ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❛r❡ ✐❞❡♥t✐✜❡❞ ✐♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ✇❛②✿ ❋✐rst✱ ✭✻✮ ✐❞❡♥t✐✜❡s
(
σ2
εm, σ

2
εf , σ

2
ηm, σ

2
ηf

)
✳

❙❡❝♦♥❞✱ ❣✐✈❡♥
(
σ2
εm, σ

2
εf , σ

2
ηm, σ

2
ηf

)
✱ ✭✼✮ ✐❞❡♥t✐✜❡s

(
σ2
δεm, σ

2
δεf , σ

2
δηm, σ

2
δηf

)
✳ ❚❤✐r❞✱ ❢♦r ❡❛❝❤ s ∈ S✱

✭✽✮ ✐❞❡♥t✐✜❡s (σεε(s), σηη(s))✳ ❋♦✉rt❤✱ ❣✐✈❡♥ (σεε(s), σηη(s))✱ ✭✾✮ ✐❞❡♥t✐✜❡s (σδδε, σδδη)✳

❊st✐♠❛t❡❞ Pr♦❝❡ss✳ ❲❡ ❛❧❧♦✇ ❢♦r t❤❡ ❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❜r❡❛❦✉♣ ♣r♦❝❡ss t♦ ❜❡ ❛❣❡✲s♣❡❝✐✜❝✳

❋✐❣✉r❡ ✶✵ s❤♦✇s t❤❡ ❡st✐♠❛t❡❞ ❛❣❡ ♣r♦✜❧❡s ❢♦r ✈❛r✐♦✉s s♣❡❝✐✜❝❛t✐♦♥s✳ ❆s s❤♦✇♥ ✐♥ ♣❛♥❡❧ ✭❛✮✱

❜❡t✇❡❡♥ ✶✽ ❛♥❞ ✷✺✱ t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♦❢ ❢♦r♠✐♥❣ ❛ ❝♦✉♣❧❡ ♠✐❧❞❧② ✐♥❝r❡❛s❡s✱ ❛♥❞ t❤❡♥ st❛rts

t♦ ❣r❛❞✉❛❧❧② ❞❡❝r❡❛s❡ ✇✐t❤ ❛❣❡✳ ■♠♣♦rt❛♥t❧②✱ ❝♦♥tr♦❧❧✐♥❣ ❢♦r t❤❡ ❞✉r❛t✐♦♥ ♦❢ ❜❡✐♥❣ ❛ s✐♥❣❧❡

❞♦❡s ♥♦t ❛✛❡❝t t❤❡ ❡st✐♠❛t❡❞ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② q✉❛❧✐t❛t✐✈❡❧② ✭❛♥❞ q✉❛♥t✐t❛t✐✈❡❧② ♦♥❧② ♠✐❧❞②✮✳ ❚❤❡

✷✵



♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ❢♦ ❝♦✉♣❧❡s ❜r❡❛❦✐♥❣ ✉♣ ✐s ❤✐❣❤❡st ❛t ②♦✉♥❣ ❛❣❡s✱ ❛♥❞ ♠♦♥♦t♦♥✐❝❛❧❧② ❞❡❝r❡❛s❡s ✇✐t❤

❛❣❡✱ s❡❡ ♣❛♥❡❧ ✭❜✮✳ ❆❣❛✐♥✱ ❝♦♥tr♦❧❧✐♥❣ ❢♦r t❤❡ ❞✉r❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ ❝♦✉♣❧❡ ❛♥❞ ✇❤❡t❤❡r ❝❤✐❧❞r❡♥ ❛r❡

♣r❡s❡♥t ❞♦❡s ♥♦t ❛✛❡❝t t❤❡ q✉❛❧✐t❛t✐✈❡ ♣❛tt❡r♥s ❡st✐♠❛t❡❞✳

❋✐❣✉r❡ ✶✵✿ ❈♦✉♣❧❡ ❋♦r♠❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❇r❡❛❦✉♣ Pr♦❝❡ss

✭❛✮ ❈♦✉♣❧❡ ❋♦r♠❛t✐♦♥ ✭❜✮ ❈♦✉♣❧❡ ❇r❡❛❦✉♣

◆♦t❡s✿ P❛♥❡❧ ✭❛✮ s❤♦✇s t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♦❢ ❢♦r♠✐♥❣ ❛ ❝♦✉♣❧❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ ♦♥ ❛❣❡✳ ❚❤❡ ❜❧❛❝❦ ❧✐♥❡ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧❧②

❝♦♥tr♦❧s ❢♦r t❤❡ ❞✉r❛t✐♦♥ ♦❢ ❜❡✐♥❣ ❛ s✐♥❣❧❡ ✭✬t❡♥✉r❡✬✮✳ P❛♥❡❧ ✭❜✮ s❤♦✇s t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♦❢ ❛ ❝♦✉♣❧❡ ❜r❡❛❦✐♥❣

✉♣ ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ ♦♥ ❛❣❡✳ ❚❤❡ ✈❛r✐♦✉s ✈❡rs✐♦♥s ❝♦♥tr♦❧ ❢♦r ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ ❝❤✐❧❞r❡♥ ❛♥❞✴♦r ❞✉r❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝♦✉♣❧❡

✭✬t❡♥✉r❡✬✮✳

❲❡ ♥♦✇ t✉r♥ t♦ t❤❡ ❡st✐♠❛t❡s ♦❢ ✐♥❝♦♠❡ ♣r♦❝❡ss ✭✹✮✳ ❆s ❡①♣❡❝t❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ❛♥❛❧②s✐s

❛❜♦✈❡✱ t❤❡ s♦rt✐♥❣ ❝❛t❡❣♦r✐❡s s❡❝t♦r ❛♥❞ ♦❝❝✉♣❛t✐♦♥ ♣❧❛② ❛♥ ✐♠♣♦rt❛♥t r♦❧❡✳ ❚❤❡ ♠❛✐♥ ♥♦✈❡❧

✐♥s✐❣❤t r❡❧❛t✐✈❡ t♦ t❤❡ r❡s✉❧ts ❢r♦♠ ❜❡❢♦r❡ ✐s t❤❛t t❤❡ ❤✐❣❤❡r ❞❡❣r❡❡ ♦❢ ❝♦♠♦✈❡♠❡♥t ❢♦r ❵s♦rt❡❞✬

❝♦✉♣❧❡s s❤♦✇s ✐♥ t❤❡ ♣❡r♠❛♥❡♥t ❝♦♠♣♦♥❡♥t✳ ❋♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ ✇❡ ❡st✐♠❛t❡ ❛ t❤r❡❡ t✐♠❡s ❤✐❣❤❡r

❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ ♣❡r♠❛♥❡♥t ✐♥❝♦♠❡ s❤♦❝❦s ❢♦r ❝♦✉♣❧❡s ✐♥ t❤❡ s❛♠❡ ♦❝❝✉♣❛t✐♦♥ r❡❧❛t✐✈❡ t♦

t❤♦s❡ ♥♦t ✐♥ t❤❡ s❛♠❡ ♦❝❝✉♣❛t✐♦♥✳ ❯s✐♥❣ t❤❡s❡ ❡st✐♠❛t❡s t♦❣❡t❤❡r ✇✐t❤ t❤❡ ❡st✐♠❛t❡❞ ❝♦✉♣❧❡

❢♦r♠❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡ss✱ ✇❡ ❣♦ ♦♥ t♦ ❡①♣❧♦r❡ t❤❡ r❡❧❛t✐✈❡ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t s♦✉r❝❡s ♦❢

r✐s❦ ❢♦r ❧✐❢❡ ❝②❝❧❡ r✐s❦✳

■♥ ♣❛♥❡❧ ✭❛✮ ♦❢ ❋✐❣✉r❡ ✶✶✱ ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r ❤♦✇ t❤❡ ✐♠♣❧✐❡❞ ❛❣❡ ♣r♦✜❧❡ ♦❢ ❝r♦ss✲s❡❝t✐♦♥❛❧ ❞✐s♣❡r✲

s✐♦♥ ✐s ❛✛❡❝t❡❞ ❜② t❤❡ ✐♥❝❧✉s✐♦♥ ♦❢ ❝♦✉♣❧❡ ❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❜r❡❛❦✉♣ r✐s❦✖❣✐✈❡♥ t❤❡ ❡st✐♠❛t❡❞

❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ✐♥❝♦♠❡ s❤♦❝❦s ❤❛♣♣❡♥✐♥❣ ✉♣♦♥ ❜r❡❛❦✉♣✳ ❙❡♣❛r❛t❡❧② ❢♦r ♠❛❧❡s ❛♥❞ ❢❡♠❛❧❡s✱ ✇❡

s❤♦✇ t❤❡ ❝r♦ss✲s❡❝t✐♦♥❛❧ ✈❛r✐❛♥❝❡ ❛t ❛ ❣✐✈❡♥ ❛❣❡ ❢♦r t❤❡ ✐♥❝♦♠❡ ♣r♦❝❡ss ✇✐t❤♦✉t t❤❡ ❡①tr❛

r✐s❦s δε ❛♥❞ δη✱ r❡❧❛t✐✈❡ t♦ t❤❛t ✈❛r✐❛♥❝❡ ✐♥❝❧✉❞✐♥❣ t❤❡ δ✲s❤♦❝❦s✳ ■t t✉r♥s ♦✉t t❤❛t ❜❡t✇❡❡♥

2.5% ❛♥❞ 4% ♦❢ r✐s❦ ❛r❡ ❛❝❝♦✉♥t❡❞ ❢♦r ❜② t❤❡ δ✲s❤♦❝❦s✱ ❢♦r ❜♦t❤ ♠❛❧❡s ❛♥❞ ❢❡♠❛❧❡s✳

✷✶



■♥ ♣❛♥❡❧ ✭❜✮✱ ✇❡ s❤♦✇ s✐♠✐❧❛r ♠❡❛s✉r❡s ❛t t❤❡ ❤♦✉s❡❤♦❧❞ ❧❡✈❡❧✳ ❚❤❡ ✉♥❞❡r❧②✐♥❣ ❡st✐♠❛t❡s

❝❛♣t✉r❡ ❤❡t❡r♦❣❡♥❡✐t② ❛❧♦♥❣ ♦❝❝✉♣❛t✐♦♥ s♦rt✐♥❣✳ ❚❤❡ ✜rst ❡①❡r❝✐s❡ ✐s t♦ r❡♠♦✈❡ t❤❡ ❤❡t❡r♦✲

❣❡♥❡✐t② ♦❢ ✇✐t❤✐♥✲❝♦✉♣❧❡ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥✱ ❛♥❞ ✐♠♣♦s❡ t❤❡ s❛♠❡ ❝♦✈❛r✐❛♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ ✐♥❝♦♠❡ s❤♦❝❦s

❢♦r ❝♦✉♣❧❡s ✐♥ t❤❡ ❵s♦rt❡❞✬ ❝❛t❡❣♦r② ❛s ❡st✐♠❛t❡❞ ❢♦r ❝♦✉♣❧❡s ✐♥ t❤❡ ❵♥♦♥✲s♦rt❡❞✬ ❝❛t❡❣♦r②✳

●✐✈❡♥ t❤❛t ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ✐♥❝♦♠❡s ✇✐t❤✐♥ ❛ ❝♦✉♣❧❡ t❡♥❞ t♦ ♠♦✈❡ ✐♥ t❤❡ s❛♠❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥ t♦ ❛ ❧❡ss❡r

❡①t❡♥t✱ t❤✐s r❡❞✉❝❡s t❤❡ ❝r♦ss✲s❡❝t✐♦♥❛❧ ❞✐s♣❡rs✐♦♥ ♦❢ ✐♥❝♦♠❡s✿ ✇✐t❤♦✉t ❛ ❝❧❡❛r tr❡♥❞ ♦✈❡r ❛❣❡✱

t❤❡ ✈❛r✐❛♥❝❡ ✐s ❛❜♦✉t 2% ❧♦✇❡r✳ ◆❡①t✱ ✇❡ ❝♦♠♣❧❡t❡❧② r❡♠♦✈❡ t❤❡ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥✖r❡❣❛r❞❧❡ss ♦❢

t❤❡ ❞❡❣r❡❡ ♦❢ ❤♦♠♦❣❛♠② ✇✐t❤✐♥ ❛ ❝♦✉♣❧❡✳ ❚❤❡ r❡❞ ❞❛s❤❡❞ ❧✐♥❡ s❤♦✇s t❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣ ❛❣❡ ♣r♦✜❧❡

♦❢ r❡❧❛t✐✈❡ ❞✐s♣❡rs✐♦♥✳ ❆t ❛❣❡ ✷✵✱ ❞✐s♣❡rs✐♦♥ ✐s ❛❧r❡❛❞② 2.5% ❧♦✇❡r❀ t❤✐s ✐♥❝r❡❛s❡s t♦ ❛❜♦✉t 5%

❝r♦ss✲s❡❝t✐♦♥❛❧ ❞✐s♣❡rs✐♦♥ ❜② ❛❣❡ ✸✺✱ ✇❤❡r❡ ✐t r❡♠❛✐♥s✳

❋✐❣✉r❡ ✶✶✿ ❘♦❧❡ ♦❢ ❉✐✈♦r❝❡ ❘✐s❦ ❛♥❞ ❈♦rr❡❧❛t❡❞ ❘✐s❦

✭❛✮ ❉✐✈♦r❝❡ ❘✐s❦ ✭❜✮ ❈♦rr❡❧❛t❡❞ ❘✐s❦

◆♦t❡s✿ ◆♦t❡s

▼♦r❡ ❋❧❡①✐❜❧❡ ❙♣❡❝✐✜❝❛t✐♦♥✳ ■♥ ❛♥ ❛tt❡♠♣t t♦ st❡♣✲❜②✲st❡♣ ❛❧❧♦✇ ❢♦r s♦♠❡ ♠♦r❡ ✢❡①✲

✐❜✐❧✐t②✱ ✇❡ ✜rst ❛❧t❡r t❤❡ s♣❡❝✐✜❝❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✐♥❝♦♠❡ ♣r♦❝❡ss t♦ r❡♣❧❛❝❡ t❤❡ r❛♥❞♦♠✲✇❛❧❦

❝♦♠♣♦♥❡♥t ❜② ❛♥ ❆❘✭✶✮ ❛♥❞ ❛❧❧♦✇ ❢♦r ❛ ❞❡❣r❡❡ ♦❢ ♣❡rs✐st❡♥❝❡ ❧♦✇❡r t❤❛♥ ✶✳ ❬❚❇❈❪

✷✷



✻ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥

❲❡ ♣r♦✈✐❞❡ ♥❡✇ ✐♥s✐❣❤ts ♦♥ ❤❡t❡r♦❣❡♥❡✐t② ♦❢ t❤❡ ❡①t❡♥t t♦ ✇❤✐❝❤ s♣♦✉s❡s ❛r❡ ❝❛♣❛❜❧❡ t♦ ✐♥s✉r❡

❡❛❝❤ ♦t❤❡r✳ ❖✉r ♣♦✐♥t ♦❢ ❞❡♣❛rt✉r❡ ✐s t❤❡ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ t❤❛t ❝♦✉♣❧❡s ❞✐✛❡r ✐♥ t❤❡✐r ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥

❛❧♦♥❣ ✈❛r✐♦✉s ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝s t❤❛t ♠❛tt❡r ❢♦r ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ❧❛❜♦r ♠❛r❦❡t ♦✉t❝♦♠❡s✳ ❖✉r ✜♥❞✐♥❣s

❛r❡ ❝♦♥s✐st❡♥t ✇✐t❤ t❤❡ ♥♦t✐♦♥ t❤❛t t❤❡ s❝♦♣❡ ♦❢ s♣♦✉s❛❧ ✐♥s✉r❛♥❝❡ ✐♥ r❡s♣♦♥s❡ t♦ ❧❛❜♦r ✐♥❝♦♠❡

s❤♦❝❦s ♦❢ t❤❡ ♣❛rt♥❡r ✐s ❧✐♠✐t❡❞ ❜② t❤❡ ❡①t❡♥t t♦ ✇❤✐❝❤ ❜♦t❤ ❢❛❝❡ ❝♦rr❡❧❛t❡❞ ❧❛❜♦r ♠❛r❦❡t r✐s❦✳

❘❡❢❡r❡♥❝❡s

❆tt❛♥❛s✐♦✱ ❖✳✱ ▲❡✈❡❧❧✱ P✳✱ ▲♦✇✱ ❍✳ ❛♥❞ ❙❛♥❝❤❡③✲▼❛r❝♦s✱ ❱✳ ✭✷✵✶✽✮✳ ❆❣❣r❡❣❛t✐♥❣

❡❧❛st✐❝✐t✐❡s✿ ■♥t❡♥s✐✈❡ ❛♥❞ ❡①t❡♥s✐✈❡ ♠❛r❣✐♥s ♦❢ ✇♦♠❡♥✬s ❧❛❜♦r s✉♣♣❧②✳ ❊❝♦♥♦♠❡tr✐❝❛✱ ✽✻ ✭✻✮✱

✷✵✹✾✕✷✵✽✷✳

✖✱ ▲♦✇✱ ❍✳ ❛♥❞ ❙❛♥❝❤❡③✲▼❛r❝♦s✱ ❱✳ ✭✷✵✵✺✮✳ ❋❡♠❛❧❡ ❧❛❜♦r s✉♣♣❧② ❛s ✐♥s✉r❛♥❝❡ ❛❣❛✐♥st

✐❞✐♦s②♥❝r❛t✐❝ r✐s❦✳ ✸✳

❇❧✉♥❞❡❧❧✱ ❘✳✱ P✐st❛❢❡rr✐✱ ▲✳ ❛♥❞ Pr❡st♦♥✱ ■✳ ✭✷✵✵✽✮✳ ❈♦♥s✉♠♣t✐♦♥ ■♥❡q✉❛❧✐t② ❛♥❞

P❛rt✐❛❧ ■♥s✉r❛♥❝❡✳ ❆♠❡r✐❝❛♥ ❊❝♦♥♦♠✐❝ ❘❡✈✐❡✇✱ ✾✽ ✭✺✮✱ ✶✽✽✼✕✶✾✷✶✳

✖✱✖ ❛♥❞ ❙❛♣♦rt❛✲❊❦st❡♥✱ ■✳ ✭✷✵✶✻✮✳ ❈♦♥s✉♠♣t✐♦♥ ■♥❡q✉❛❧✐t② ❛♥❞ ❋❛♠✐❧② ▲❛❜♦r ❙✉♣♣❧②✳

❆♠❡r✐❝❛♥ ❊❝♦♥♦♠✐❝ ❘❡✈✐❡✇✱ ✶✵✻ ✭✷✮✱ ✸✽✼✕✹✸✺✳

❈❤✐❛♣♣♦r✐✱ P✳✲❆✳✱ ❉✐❛s✱ ▼✳ ❈✳ ❛♥❞▼❡❣❤✐r✱ ❈✳ ✭✷✵✷✶✮✳ ❚❤❡ ▼❡❛s✉r✐♥❣ ♦❢ ❆ss♦rt❛t✐✈❡♥❡ss

✐♥ ▼❛rr✐❛❣❡✳ ❈♦✇❧❡s ❋♦✉♥❞❛t✐♦♥ ❉✐s❝✉ss✐♦♥ P❛♣❡rs ✷✸✶✻✱ ❈♦✇❧❡s ❋♦✉♥❞❛t✐♦♥ ❢♦r ❘❡s❡❛r❝❤

✐♥ ❊❝♦♥♦♠✐❝s✱ ❨❛❧❡ ❯♥✐✈❡rs✐t②✳

❉❡ ●✐♦r❣✐✱ ●✳✱ ❋r❡❞❡r✐❦s❡♥✱ ❆✳ ❛♥❞ P✐st❛❢❡rr✐✱ ▲✳ ✭✷✵✷✵✮✳ ❈♦♥s✉♠♣t✐♦♥ ♥❡t✇♦r❦

❡✛❡❝ts✳ ❘❡✈✐❡✇ ♦❢ ❊❝♦♥♦♠✐❝ ❙t✉❞✐❡s✱ ✽✼ ✭✶✮✱ ✶✸✵✕✶✻✸✳

❉❡ ◆❛r❞✐✱ ▼✳✱ ❋❡❧❧❛✱ ●✳ ❛♥❞ P❛③✲P❛r❞♦✱ ●✳ ✭✷✵✷✸✮✳ ❲❛❣❡ ❘✐s❦ ❛♥❞ ●♦✈❡r♥♠❡♥t ❛♥❞

❙♣♦✉s❛❧ ■♥s✉r❛♥❝❡✳ ❲♦r❦✐♥❣ ♣❛♣❡r✳

✷✸



❊✐❦❛✱ ▲✳✱ ▼♦❣st❛❞✱ ▼✳ ❛♥❞ ❩❛❢❛r✱ ❇✳ ✭✷✵✶✾✮✳ ❊❞✉❝❛t✐♦♥❛❧ ❛ss♦rt❛t✐✈❡ ♠❛t✐♥❣ ❛♥❞ ❤♦✉s❡✲

❤♦❧❞ ✐♥❝♦♠❡ ✐♥❡q✉❛❧✐t②✳ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ P♦❧✐t✐❝❛❧ ❊❝♦♥♦♠②✱ ✶✷✼ ✭✻✮✱ ✷✼✾✺✕✷✽✸✺✳

Pr✉✐tt✱ ❙✳ ❛♥❞❚✉r♥❡r✱ ◆✳ ✭✷✵✷✵✮✳ ❊❛r♥✐♥❣s ❘✐s❦ ✐♥ t❤❡ ❍♦✉s❡❤♦❧❞✿ ❊✈✐❞❡♥❝❡ ❢r♦♠▼✐❧❧✐♦♥s

♦❢ ❯❙ ❚❛① ❘❡t✉r♥s✳ ❆♠❡r✐❝❛♥ ❊❝♦♥♦♠✐❝ ❘❡✈✐❡✇✿ ■♥s✐❣❤ts✱ ✷✱ ✷✸✼✕✷✺✹✳

❲✉✱ ❈✳ ❛♥❞ ❑r✉❡❣❡r✱ ❉✳ ✭✷✵✷✶✮✳ ❈♦♥s✉♠♣t✐♦♥ ✐♥s✉r❛♥❝❡ ❛❣❛✐♥st ✇❛❣❡ r✐s❦✿ ❋❛♠✐❧② ❧❛❜♦r

s✉♣♣❧② ❛♥❞ ♦♣t✐♠❛❧ ♣r♦❣r❡ss✐✈❡ ✐♥❝♦♠❡ t❛①❛t✐♦♥✳ ❆♠❡r✐❝❛♥ ❊❝♦♥♦♠✐❝ ❏♦✉r♥❛❧✿ ▼❛❝r♦❡❝♦✲

♥♦♠✐❝s✱ ✶✸ ✭✶✮✱ ✼✾✕✶✶✸✳

❆♣♣❡♥❞✐①

❆ P❛tt❡r♥s ♦❢ ❙♦rt✐♥❣

❙♦rt✐♥❣ ❜② ❊❞✉❝❛t✐♦♥

▲❡t x ❞❡♥♦t❡ s♦♠❡ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝s✱ ❛♥❞ ❧❡t sp ❛♥❞ hd ❞❡♥♦t❡ s♣♦✉s❡s ❛♥❞ ❤❡❛❞s✱

r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ ❖♥❡ ✇❛② t♦ ♠❡❛s✉r❡ t❤❡ ❞❡❣r❡❡ ♦❢ s♦rt✐♥❣ ✐s t♦ r❡❧❛t❡ t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♦❢ ♦❜s❡r✈✐♥❣

❛ ❝♦✉♣❧❡ ✇✐t❤ s♣♦✉s❛❧ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝s (xsp, xhd) r❡❧❛t✐✈❡ t♦ t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♦❢ ♦❜s❡r✈✐♥❣ s✉❝❤

❛ ❝♦✉♣❧❡ ✉♥❞❡r r❛♥❞♦♠ ♠❛t❝❤✐♥❣ ✭❝❢✳ ❊✐❦❛ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✾✮✿

s(a, b) =
P (xsp = a, xhd = b)

P (xsp = a)P (xhd = b)
. ✭✶✵✮

❆ ✈❛❧✉❡ ♦❢ t❤❡ s♦rt✐♥❣ ♣❛r❛♠❡t❡r s(xsp, xhd) > (<)1 r❡✢❡❝ts t❤❛t t❤❡r❡ ❛r❡ ♠♦r❡ ✭❢❡✇❡r✮

❝♦✉♣❧❡s ✇✐t❤ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝s (a, b) t❤❛♥ ✇♦✉❧❞ ♦❝❝✉r ✉♥❞❡r r❛♥❞♦♠ ♠❛t❝❤✐♥❣ ♦❢ s♣♦✉s❡s ❛❧♦♥❣

❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝s (xsp, xhd)✱ ❣✐✈❡♥ t❤❡ ♦❜s❡r✈❡❞ ♠❛r❣✐♥❛❧ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ♦❢ xsp ❛♥❞ xhd✳ ❲❡ ✜rst

❝♦♥str✉❝t t❤✐s s♦rt✐♥❣ ♣❛r❛♠❡t❡r ❝r♦ss✲s❡❝t✐♦♥❛❧❧② ❢♦r ❡❛❝❤ ②❡❛r t✱ ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ s♦rt✐♥❣ ❛❧♦♥❣

t❤❡ ❡❞✉❝❛t✐♦♥ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ✭❛s ✐♥ ❊✐❦❛ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✾✮ ❢♦r t✇♦ ❝❛t❡❣♦r✐❡s ♦❢ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ❡❞✉❝❛t✐♦♥

✭❝♦❧❧❡❣❡ ❛♥❞ ♥♦♥✲❝♦❧❧❡❣❡✮✳ ❚❤r♦✉❣❤♦✉t✱ t❤❡r❡ ✐s ♣♦s✐t✐✈❡ s♦rt✐♥❣ ✐♥ t❤❡ s❡♥s❡ t❤❛t t❤❡r❡ ❛r❡

♠♦r❡ ❝♦✉♣❧❡s ✐♥ ✇❤✐❝❤ s♣♦✉s❡s ❤❛✈❡ t❤❡ s❛♠❡ ❡❞✉❝❛t✐♦♥❛❧ ❛tt❛✐♥♠❡♥t t❤❛♥ ✇❤❛t ✇♦✉❧❞ ❜❡

♦❜s❡r✈❡r❞ ✉♥❞❡r r❛♥❞♦♠ ♠❛t❝❤✐♥❣✳ ■♥ ♦t❤❡r ✇♦r❞s✱ ✐♥ ❛ 2×2 ❝♦♥t✐♥❣❡♥❝② t❛❜❧❡ ♦❢ ❡❞✉❝❛t✐♦♥❛❧

❛tt❛✐♥♠❡♥t ♦❢ ❜♦t❤ s♣♦✉s❡s✱ t❤❡ ❡♥tr✐❡s ❛❧♦♥❣ t❤❡ ❞✐❛❣♦♥❛❧ ❛r❡ ❧❛r❣❡r t❤❛♥ ✉♥❞❡r r❛♥❞♦♠

✷✹



♠❛t❝❤✐♥❣ ✐♥ ❡✈❡r② ②❡❛r✳✸ ❖♥ ❛✈❡r❛❣❡✱ t❤❡ s♦rt✐♥❣ ♠❡❛s✉r❡ ✐s ❛❜♦✉t 1.2 ❢♦r ✭♥♦♥✲❝♦❧❧❡❣❡✱ ♥♦♥✲

❝♦❧❧❡❣❡✮ ❛♥❞ ❛❜♦✉t 2 ❢♦r ✭❝♦❧❧❡❣❡✱ ❝♦❧❧❡❣❡✮✱ r❡✢❡❝t✐♥❣ t❤❛t t❤❡r❡ ❛r❡ ❛❜♦✉t 20% ♠♦r❡ ❝♦✉♣❧❡s

✐♥ ✇❤✐❝❤ ❜♦t❤ ♣❛rt♥❡rs ❤❛✈❡ ❧❡ss t❤❛♥ ❝♦❧❧❡❣❡ ❡❞✉❝❛t✐♦♥ t❤❛♥ ✇❤❛t ✇♦✉❧❞ ❜❡ ♦❜s❡r✈❡❞ ✉♥❞❡r

r❛♥❞♦♠ ♠❛t❝❤✐♥❣✱ ❛♥❞ ❛❜♦✉t t✇✐❝❡ ❛s ♠❛♥② ❝♦✉♣❧❡s ✐♥ ✇❤✐❝❤ ❜♦t❤ ❛r❡ ❝♦❧❧❡❣❡✲❡❞✉❝❛t❡❞✳

❙♦rt✐♥❣ ❜② ❖❝❝✉♣❛t✐♦♥

◆❡①t✱ ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r s♦rt✐♥❣ ❛❧♦♥❣ t❤❡ ♦❝❝✉♣❛t✐♦♥ ❞✐♠❡♥s✐♦♥✳ ❲❡ ❞❡✜♥❡ 26 ❣r♦✉♣s ♦❢ ♦❝❝✉♣❛t✐♦♥s

❛t t❤❡ t✇♦✲❞✐❣✐t ❧❡✈❡❧✳ ❚❤❡ s♦rt✐♥❣ ♠❡❛s✉r❡ ✐♥ ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✶✵✮ ✇♦✉❧❞ r❡s✉❧t ✐♥ ❛ 26× 26 ♠❛tr✐①

♦❢ s♦rt✐♥❣ ♣❛r❛♠❡t❡rs✱ s♦ ✇❡ ❝♦♥❞❡♥s❡ t❤❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❜② ❢♦❝✉ss✐♥❣ ♦♥ ❜❡✐♥❣ ✐♥ t❤❡ s❛♠❡

♦❝❝✉♣❛t✐♦♥ ✈❡rs✉s ♥♦t✳ ❲❡ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡ s♦rt✐♥❣ ♠❡❛s✉r❡✿✹

s(occ) =
P (osp = ohd)∑

i∈O P (osp = i)P (ohd = i)
, ✭✶✶✮

✇❤❡r❡ osp ❛♥❞ ohd ❞❡♥♦t❡s t❤❡ ♦❝❝✉♣❛t✐♦♥ ♦❢ s♣♦✉s❡ ❛♥❞ ❤❡❛❞✱ ❛♥❞ O t❤❡ s❡t ♦❢ ♦❝❝✉♣❛t✐♦♥s✳

❚❤r♦✉❣❤♦✉t t❤❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ t✐♠❡ ♣❡r✐♦❞✱ t❤❡r❡ ✐s ♣♦s✐t✐✈❡ s♦rt✐♥❣ ✇✐t❤ ♠♦r❡ t❤❛♥ t✇✐❝❡ ❛s

♠❛♥② ❝♦✉♣❧❡s ✇✐t❤ s♣♦✉s❡s ✐♥ t❤❡ s❛♠❡ ♦❝❝✉♣❛t✐♦♥ t❤❛♥ ✉♥❞❡r r❛♥❞♦♠ ♠❛t❝❤✐♥❣✳

❇❡②♦♥❞ t❤❡ ✬❢✉❧❧✬ ❛ss♦rt❛t✐✈❡ ♠❛t❝❤✐♥❣ ❝❛♣t✉r❡❞ ❜② ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✶✶✮✱ ♦✉t ♦❢ t❤❡ 26 ♦❝❝✉♣❛t✐♦♥

❣r♦✉♣s✱ s♦♠❡ ❛r❡ ❝❧♦s❡r t♦ ♦♥❡ ❛♥♦t❤❡r ✐♥ t❡r♠s ♦❢ ❡❝♦♥♦♠✐❝ ♦✉t❝♦♠❡s t❤❛♥ ♦t❤❡rs✖✇❤✐❝❤

❛❧s♦ tr❛♥s❧❛t❡s ✐♥t♦ ❥♦✐♥t ♦✉t❝♦♠❡s ❛t t❤❡ ❝♦✉♣❧❡ ❧❡✈❡❧✱ ❛s ✇❡ s❤♦✇ ✐♥ t❤❡ ♥❡①t s❡❝t✐♦♥✳ ❆s

❛ ♠❡❛s✉r❡ ♦❢ ❤♦✇ ❝❧♦s❡ ❛♥❞ ❥♦✐♥t❧② ❡①♣♦s❡❞ t♦ ✢✉❝t✉❛t✐♦♥s ♦❝❝✉♣❛t✐♦♥s ❛r❡✱ ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡

♣❛✐r✲✇✐s❡ t✐♠❡✲s❡r✐❡s ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ♦❢ ❛✈❡r❛❣❡ ✐♥❝♦♠❡ ❣r♦✇t❤✳ ▼♦r❡ ❞❡t❛✐❧ ♦♥ t❤❡ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥

♦❢ t❤❡s❡ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥s ✐s ✐♥❝❧✉❞❡❞ ❜❡❧♦✇ ✇❤❡♥ ❞✐s❝✉ss✐♥❣ ❋✐❣✉r❡ ❆✳✷✳

■♥ ♦r❞❡r t♦ ❣❡t ❛ ♥♦t✐♦♥ ♦❢ s♦rt✐♥❣ ✭❛❣❛✐♥✿ r❡❢❡rr✐♥❣ t♦ ♣❛tt❡r♥s ❞❡✈✐❛t✐♥❣ ❢r♦♠ r❛♥❞♦♠

♠❛t❝❤✐♥❣✮✱ ✇❡ ❛❧s♦ ♣❧♦t t❤❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ t❤❛t ✇♦✉❧❞ ❡✈♦❧✈❡ ✉♥❞❡r r❛♥❞♦♠ ♠❛t❝❤✐♥❣ ✭r❡❞

❞❛s❤❡❞ ❧✐♥❡✮✳ ❚♦ ♦❜t❛✐♥ t❤❡ r❛♥❞♦♠ ♠❛t❝❤✐♥❣ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ✇❡ ♣r♦❝❡❡❞ ✐♥ t❤❡ s❛♠❡ ❢❛s❤✐♦♥ ❛s

❜❡❢♦r❡✱ ✉s✐♥❣ t❤❡ ❝r♦ss✲s❡❝t✐♦♥❛❧ ♠❛r❣✐♥❛❧ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ♦❢ ♠❛❧❡s ❛♥❞ ❢❡♠❛❧❡s ♦✈❡r ♦❝❝✉♣❛t✐♦♥s✳

❚❤❡ ❧✐❣❤t ❣r❛② ❧✐♥❡s s❤♦✇ t❤❡ ❝♦✉♥t❡r❢❛❝t✉❛❧ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ❢♦r ❡❛❝❤ s❛♠♣❧❡ ②❡❛r✳ ❲❤✐❧❡ t❤❡r❡

✸❉r❛✇✐♥❣ ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥s ❛❜♦✉t ❞✐✛❡r❡♥❝❡s ♦❢ t❤❡ ❞❡❣r❡❡ ♦❢ s♦rt✐♥❣ ❛❝r♦ss s❛♠♣❧❡s ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤✐s ♠❡❛s✉r❡ ✐s
❝r✐t✐❝❛❧❧② ❞✐s❝✉ss❡❞ ✐♥ ❈❤✐❛♣♣♦r✐ ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✷✶✮✳ ■♥ t❤❡ ❝♦♥t❡①t ♦❢ ♦✉r ❛♥❛❧②s✐s✱ t❤❡ ♦♥❧② t❤✐♥❣ t❤❛t ♠❛tt❡rs ✐s
t❤❛t t❤❡r❡ ✐s s♦rt✐♥❣✳

✹❈♦♥s✐❞❡r✐♥❣ t❤❡ ❝♦♥t✐♥❣❡♥❝② t❛❜❧❡ ♦❢ ♦❝❝✉♣❛t✐♦♥s ♦❢ ❜♦t❤ s♣♦✉s❡s✱ t❤❡ s♦rt✐♥❣ ♠❡❛s✉r❡ r❡❧❛t❡s t❤❡ ♦❜s❡r✈❡❞
♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♦❢ ❝♦✉♣❧❡s ❜❡✐♥❣ ♦♥ t❤❡ ♠❛✐♥✲❞✐❛❣♦♥❛❧ t♦ t❤❡ ♦♥❡ ✉♥❞❡r r❛♥❞♦♠ ♠❛t❝❤✐♥❣ ✐♥ ❡✈❡r② ②❡❛r✳

✷✺



❋✐❣✉r❡ ❆✳✶✿ ❉✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ ❈♦✉♣❧❡s ❖✈❡r ❖❝❝✉♣❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❙❡❝t♦r P❛✐rs

✭❛✮ ❖❝❝✉♣❛t✐♦♥ P❛✐rs✿ ❙♠♦♦t❤❡❞ ❉❡♥s✐t② ✭❜✮ ❖❝❝✉♣❛t✐♦♥ P❛✐rs✿ ❙♦rt✐♥❣ ❈♦❡✣❝✐❡♥t

✭❝✮ ❙❡❝t♦r P❛✐rs✿ ❙♠♦♦t❤❡❞ ❉❡♥s✐t② ✭❞✮ ❙❡❝t♦r P❛✐rs✿ ❙♦rt✐♥❣ ❈♦❡✣❝✐❡♥t

◆♦t❡s✿ ❚❤❡ ❧❡❢t ♣❛♥❡❧ s❤♦✇s t❤❡ s♠♦♦t❤❡❞ ❞❡♥s✐t② ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ ❝♦✉♣❧❡s ♦✈❡r ♦❝❝✉♣❛t✐♦♥ ♣❛✐rs✱ ✇❤❡r❡ ❡❛❝❤

♦❝❝✉♣❛t✐♦♥ ♣❛✐r ✐s ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡❞ ❜② t❤❡ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ♦❢ ❛✈❡r❛❣❡ ✐♥❝♦♠❡ ❝❤❛♥❣❡s ♦❢ ❢❡♠❛❧❡s ❛♥❞ ♠❛❧❡s ♦✈❡r

t✐♠❡✳ ❚❤❡ ❞❛t❛ ❞❡♥s✐t② ❢✉♥❝t✐♦♥ ✐s ❡st✐♠❛t❡❞ ♦♥ t❤❡ ♣♦♦❧❡❞ ✭♦✈❡r ②❡❛rs✮ s❛♠♣❧❡✳ ❚❤❡ r❡❞ ❞❛s❤❡❞ ❧✐♥❡ s❤♦✇s

t❤❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ t❤❛t ✇♦✉❧❞ ♦❝❝✉r ✉♥❞❡r r❛♥❞♦♠ ♠❛t❝❤✐♥❣✱ ❛✈❡r❛❣✐♥❣ ♦✈❡r ②❡❛rs✳ ❚❤❡ ❣r❛② ❧✐♥❡s s❤♦✇ t❤❡

s♠♦♦t❤❡❞ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❢♦r ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ②❡❛rs✳ ❉❡♥s✐t✐❡s ❛r❡ ✐♥ ♣❡r❝❡♥t❛❣❡s✳ ❚❤❡ r✐❣❤t ♣❛♥❡❧ s❤♦✇s t❤❡ s♠♦♦t❤❡❞

r❛t✐♦ ♦❢ ❛❝t✉❛❧ ♦✈❡r ❝♦✉♥t❡r❢❛❝t✉❛❧ ❞❡♥s✐t②✳ ❙♠♦♦t❤✐♥❣ ✐s ❞♦♥❡ ✉s✐♥❣ ❧♦❝❛❧❧② ✇❡✐❣❤t❡❞ ❧✐♥❡❛r r❡❣r❡ss✐♦♥s ✇✐t❤

❛ s♣❛♥ ♦❢ ✷✵✪ ♦❢ ❞❛t❛ ♣♦✐♥ts ✭✬❧♦✇❡ss✬✮✳

✐s s♦♠❡ ❤❡t❡r♦❣❡♥❡✐t② ♦✈❡r ②❡❛rs✱ t❤❡ ♣❛tt❡r♥ r❡❧❛t✐✈❡ t♦ t❤❡ ❛❝t✉❛❧ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ✐s t❤❡ s❛♠❡

❛❝r♦ss ②❡❛rs✳ ❚❤❡r❡ ❛r❡ ♠♦r❡ ❝♦✉♣❧❡s ✐♥ ♦❝❝✉♣❛t✐♦♥ ♣❛✐rs ✇✐t❤ ❤✐❣❤ ♣♦s✐t✐✈❡ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❛♥❞

❢❡✇❡r ❝♦✉♣❧❡s ✐♥ ♦❝❝✉♣❛t✐♦♥ ♣❛✐rs ✇✐t❤ ♥❡❣❛t✐✈❡ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ t❤❛♥ ✇❤❛t ✇♦✉❧❞ ❜❡ ♦❜s❡r✈❡❞

✉♥❞❡r r❛♥❞♦♠ ♠❛t❝❤✐♥❣ ❛❧♦♥❣ t❤❡ ♦❝❝✉♣❛t✐♦♥ ❞✐♠❡♥s✐♦♥✳ ❚❤❡ r❡❞ ❞❛s❤❡❞ ❧✐♥❡ ✐s ❜❛s❡❞

♦♥ t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ ✭❝♦✉♥t❡r❢❛❝t✉❛❧✮ ❞❡♥s✐t② ❢♦r ❡❛❝❤ ♦❝❝✉♣❛t✐♦♥ ♣❛✐r✳ ❖✈❡r❛❧❧✱ t❤❡ ❝♦✉♥t❡r❢❛❝t✉❛❧

✷✻



❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ✐s r❡❧❛t✐✈❡❧② ✢❛t ✐♥ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ t♦ t❤❡ ❛❝t✉❛❧ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥✳ ■❢ ♠❛t❝❤✐♥❣ ✇❛s r❛♥❞♦♠

✭♦♥ ❛✈❡r❛❣❡✮ t❤❡r❡ ✇♦✉❧❞ ❜❡ 15.3% ♦❢ ❝♦✉♣❧❡s ✐♥ ♦❝❝✉♣❛t✐♦♥s ✇✐t❤ ❛ ♥❡❣❛t✐✈❡ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥✳ ❚❤✐s

st❛♥❞s ❛❣❛✐♥st 9.9% ♦❢ ❛❝t✉❛❧ ❝♦✉♣❧❡s✳

■♥ t❤❡ r✐❣❤t ♣❛♥❡❧ ♦❢ ❋✐❣✉r❡ ❆✳✶ ✇❡ s❤♦✇ t❤❡ s♦rt✐♥❣ ❝♦❡✣❝✐❡♥t✱ ✐✳❡✳✱ t❤❡ r❛t✐♦ ♦❢ t❤❡

♦❜s❡r✈❡❞ ❞❡♥s✐t② ♦✈❡r t❤❡ ✭❛✈❡r❛❣❡✮ ❝♦✉♥t❡r❢❛❝t✉❛❧ ❞❡♥s✐t② ✉♥❞❡r r❛♥❞♦♠ ♠❛t❝❤✐♥❣✳ ❚❤❡r❡

❛r❡ ✉♣ t♦ ♠♦r❡ t❤❛♥ t❤r❡❡ t✐♠❡s ♠♦r❡ ❝♦✉♣❧❡s ✐♥ ❤✐❣❤❧② ❝♦rr❡❧❛t❡❞ ♦❝❝✉♣❛t✐♦♥ ♣❛✐rs t❤❛♥

✉♥❞❡r r❛♥❞♦♠ ♠❛t❝❤✐♥❣✳ ❖❢ ❝♦✉rs❡✱ ✐❢ t❤❡r❡ ❛r❡ ♠♦r❡ ❝♦✉♣❧❡s ✐♥ t❤❡ ❤✐❣❤✲❝♦rr❡❧❛t✐♦♥✲s❡❣♠❡♥t

♦❢ ♦❝❝✉♣❛t✐♦♥ ♣❛✐rs✱ t❤❡r❡ ❤❛✈❡ t♦ ❜❡ ❢❡✇❡r ❝♦✉♣❧❡s ✐♥ s♦♠❡ ♦t❤❡r s❡❣♠❡♥t✳ ❆s ✐t t✉r♥s ♦✉t✱

t❤❡ s♦rt✐♥❣ ♣❛tt❡r♥ ✐s ❛❧♠♦st ♠♦♥♦t♦♥✐❝ ❛❝r♦ss ♦❝❝✉♣❛t✐♦♥ ♣❛✐rs ❞❡✜♥❡❞ ❜② ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ♦❢

❛✈❡r❛❣❡ ❡❛r♥✐♥❣s ❝❤❛♥❣❡s✱ ✇✐t❤ t❤❡r❡ ❜❡✐♥❣ ❞♦✇♥ t♦ ❤❛❧❢ ❛s ♠❛♥② ❛❝t✉❛❧ ❝♦✉♣❧❡s t❤❛♥ ✉♥❞❡r

r❛♥❞♦♠ s♦rt✐♥❣ ❢♦r s♦♠❡ ♥❡❣❛t✐✈❡❧② ❝♦rr❡❧❛t❡❞ ♦❝❝✉♣❛t✐♦♥ ♣❛✐rs✳

❈❤❛r❛❝t❡r✐③✐♥❣ t❤❡ ❖❝❝✉♣❛t✐♦♥ P❛✐rs✳ ■♥ ❋✐❣✉r❡ ❆✳✷✱ ✇❡ s❤❡❞ ❧✐❣❤t ♦♥ t❤❡ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥

♠❡❛s✉r❡ ✇❡ ✉s❡ t♦ s♦rt ♦❝❝✉♣❛t✐♦♥ ♣❛✐rs✳ ❚❤❡ x ❛♥❞ y ❛①❡s ❝♦♥t❛✐♥ ❛❧❧ 26 ♦❝❝✉♣❛t✐♦♥s ❢♦r

♠❛❧❡s ❛♥❞ ❢❡♠❛❧❡s✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ ❚♦ ❢❛❝✐❧✐t❛t❡ ✐♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥ ✇❡ r❛♥❦ t❤❡ ❛①❡s ❢r♦♠ ❧♦✇❡st✲ t♦

❤✐❣❤❡st✲♣❛②✐♥❣ ♦❝❝✉♣❛t✐♦♥✳ ❚❤❡ ❝♦❧♦rs ✐♥ t❤❡ ❤❡❛t ♠❛♣ ❞❡♥♦t❡ t❤❡ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ ❛✈❡r❛❣❡

❡❛r♥✐♥❣s ❝❤❛♥❣❡s ❢♦r ❡❛❝❤ ♦❝❝✉♣❛t✐♦♥ ♣❛✐r✳ ❚❤❡ ❧✐❣❤t❡r t❤❡ ❝♦❧♦r✱ t❤❡ ❤✐❣❤❡r t❤❡ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥✳

❚❤❡s❡ ✻✼✻ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥s✱ ❢r♦♠ ❧♦✇❡st t♦ ❤✐❣❤❡st✱ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ t♦ t❤❡ x✲❛①✐s ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ❆✳✶✳

■♥ ♦r❞❡r t♦ ❝❛♣t✉r❡ ♣♦ss✐❜❧❡ s②st❡♠❛t✐❝ ❞✐✛❡r❡♥❝❡s ❜② ❣❡♥❞❡r ✭❛♥❞ ❞✉❡ t♦ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t

t❤❡ ❝♦✉♣❧❡s ✇❡ ♦❜s❡r✈❡ ✐♥ t❤❡ ❞❛t❛ ❛r❡ ❝♦♠♣♦s❡❞ ♦❢ ❛ ♠❛♥ ❛♥❞ ❛ ✇♦♠❛♥✮✱ ❢♦r ❡❛❝❤ ♣❛✐r✇✐s❡

❝♦rr❡❧❛t✐♦♥✱ ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ♦❢ ❢❡♠❛❧❡s✬ ❛✈❡r❛❣❡ ✐♥❝♦♠❡ ❣r♦✇t❤ ✇✐t❤ ♠❛❧❡s✬ ❛✈❡r❛❣❡

✐♥❝♦♠❡ ❣r♦✇t❤✳ ◆♦t❡ t❤❛t t❤✐s ✐♠♣❧✐❡s t❤❛t t❤❡ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ✐s s♠❛❧❧❡r t❤❛♥ ♦♥❡ ❛❧s♦ ✇❤❡♥

❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ ♠❛❧❡s ❛♥❞ ❢❡♠❛❧❡s ✐♥ t❤❡ s❛♠❡ ♦❝❝✉♣❛t✐♦♥ ❣r♦✉♣✳ ❆s ❡①♣❡❝t❡❞✱ t❤❡ ❞✐❛❣♦♥❛❧

s❤♦✇s ❛ ♣❛tt❡r♥ ♦❢ ✈❡r② ❤✐❣❤❧② ❝♦rr❡❧❛t❡❞ ♦❝❝✉♣❛t✐♦♥s ✭♠❛❧❡s ❛♥❞ ❢❡♠❛❧❡s ✐♥ t❤❡ ✐❞❡♥t✐❝❛❧

♦❝❝✉♣❛t✐♦♥ ❣r♦✉♣✮✳ ❖✛ t❤❡ ❞✐❛❣♦♥❛❧✱ ✇❡ s❡❡ ❛ ❧❛r❣❡ ❛♠♦✉♥t ♦❢ ❤❡t❡r♦❣❡♥❡✐t② ❛t ❛❧❧ ❧❡✈❡❧s ♦❢

❛✈❡r❛❣❡ ❡❛r♥✐♥❣s✱ ❜✉t ♠♦st❧② ❢♦r ❧♦✇❡r ♣❛②✐♥❣ ♦❝❝✉♣❛t✐♦♥s ❛♥❞ ♠❛❧❡s✳ ■♥t❡r❡st✐♥❣❧②✱ t❤❡r❡

❛r❡ s♦♠❡ ♦❝❝✉♣❛t✐♦♥s t❤❛t ❛r❡ ✉♥❝♦rr❡❧❛t❡❞ ✇✐t❤ ❛❧❧ t❤❡ ♦t❤❡rs✱ ❡s♣❡❝✐❛❧❧② ❢♦r ✇♦♠❡♥ ✭s❡❡✱ ❢♦r

❡①❛♠♣❧❡✱ ♦❝❝✉♣❛t✐♦♥ ✸✷✿ ❚❡❝❤♥✐❝✐❛♥s ✐♥ ❇✐♦❧♦❣✐❝❛❧ ❛♥❞ ▼❡❞✐❝❛❧ ❙❝✐❡♥❝❡s✮✳
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❋✐❣✉r❡ ❆✳✷✿ ❖❝❝✉♣❛t✐♦♥s ❛♥❞ ❙♦rt✐♥❣

◆♦t❡s✿ ❖❝❝✉♣❛t✐♦♥s ❛t t❤❡ ✷✲❞✐❣✐t ❉■❙❈❖ ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥✳ ❈♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ t✐♠❡ s❡r✐❡s ♦❢

❣❡♥❞❡r✲s♣❡❝✐✜❝ ❛✈❡r❛❣❡ ❡❛r♥✐♥❣s ❝❤❛♥❣❡ ✐♥ ❡❛❝❤ ♦❝❝✉♣❛t✐♦♥✳ ❖❝❝✉♣❛t✐♦♥s ❛r❡ ♦r❞❡r❡❞ ❢r♦♠ ❧♦✇❡st t♦ ❤✐❣❤❡st

♣❛②✐♥❣ ✐♥ ❡❛❝❤ ❛①✐s✳ ∗❚❡❝❤♥✐❝✐❛♥ ✐♥ i ❞❡♥♦t❡s ❛ ❧♦✇❡r✲r❛♥❦❡❞ ❥♦❜ ✐♥ ♦❝❝✉♣❛t✐♦♥ ❣r♦✉♣ i✳

❇ ❉✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ ❊❛r♥✐♥❣s ❈❤❛♥❣❡s

❲❡ ♣❧♦t t❤❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ ❡❛r♥✐♥❣s ❝❤❛♥❣❡s ♦❢ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧s✳ ❋✐❣✉r❡ ❇✳✶ ♣❧♦ts t❤❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥

♦❢ ❛r❝ ❝❤❛♥❣❡s ❢♦r ❛❧❧ ✇♦r❦✐♥❣✲❛❣❡ ✭✷✺✲✺✹✮ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧s ✐♥ ❉❡♥♠❛r❦✳ ❲❡ ❝❤♦♦s❡ t❤❡ ❛r❝ ❝❤❛♥❣❡
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♠❡❛s✉r❡ t♦ ✐♥❝❧✉❞❡ ❡①t❡♥s✐✈❡ ♠❛r❣✐♥ ❝❤❛♥❣❡s ✭✲✷ ❛♥❞ ✷ ✐♥ t❤❡ ❣r❛♣❤✮✳ ❋✐❣✉r❡ ❇✳✷ ❢✉rt❤❡r

♣❧♦ts t❤❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ ❧♦ss❡s ❛♥❞ ❣❛✐♥s ✇✐t❤✐♥ t❤❡ ❡①t❡♥s✐✈❡ ♠❛r❣✐♥ ❣r♦✉♣s✳ ❲❡ s❡♣❛r❛t❡❧②

♣❧♦t t❤❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ♦❢ s✐♥❣❧❡s ❛♥❞ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧s ✐♥ ❝♦✉♣❧❡s✳

❋✐❣✉r❡ ❇✳✶✿ ■♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ❊❛r♥✐♥❣s ❈❤❛♥❣❡s

◆♦t❡s✿ ❍✐st♦❣r❛♠ ♦❢ ❡❛r♥✐♥❣s ❝❤❛♥❣❡s ♦❢ ❛❧❧ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧s ✭❣r❛②✮✱ ❛❧❧ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧s ✐♥ ❝♦❤❛❜✐t❛t✐♦♥ ✭r❡❞✮✱ ❛♥❞ ❛❧❧

s✐♥❣❧❡ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧s ✭❜❧✉❡✮✳ ❊❛r♥✐♥❣s ❝❤❛♥❣❡s ❛r❡ ❞❡✜♥❡❞ ✉s✐♥❣ ❛r❝ ❝❤❛♥❣❡s ∆y1t =
Y 1

t+1−Y 1

t

(Y 1

t+1
+Y 1

t )/2
t♦ ❛❧❧♦✇ ❢♦r

❡①t❡♥s✐✈❡ ♠❛r❣✐♥ ✭✲✷ ❛♥❞ ✷✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✮✳
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❋✐❣✉r❡ ❇✳✷✿ ❊①t❡♥s✐✈❡ ▼❛r❣✐♥

✭❛✮ ◆❡❣❛t✐✈❡ ❈❤❛♥❣❡s ✭❜✮ P♦s✐t✐✈❡ ❈❤❛♥❣❡s

◆♦t❡s✿ ❚❇❆✳
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